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Vorbemerkung

Hier konzentrieren wir uns vor allem auf das Erlernen von Techniken und deren

Anwendungen, und nicht auf die mathematische Strenge in den Herleitungen.

Diese Strenge wird in den Mathematikvorlesungen vermittelt — die vorliegende

Veranstaltung kann und will diese Vorlesungen auf keinen Fall ersetzen, sondern

erganzen.
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22 Erzwungene Schwingungen mit bel. Antrieb;
0-Fkt., Green’sche Fkt.

Es geht darum, das Kapitel 3 {iber Schwingungen im Kurs “Mechanik I mit
Relativitatstheorie” zu ergédnzen. Wir haben dort nur freie ungeddmpfte und
gedampfte Schwingungen besprochen und haben auf eine Diskussion der erzwun-
genen Schwingungen verzichtet. Im folgenden wollen wir zuerst die allgemeine
Losung der erzwungenen Schwingung mit den harmonischen Antriebsfunktionen
f(t) = cos(wt) und f(t) = sin(wt) studieren. Wie wir sehen werden, gelangen wir
in diesem Fall mit geeigneten elementaren Ansétzen zum Ziel. In einem weiteren
Schritt wollen wir dann das analoge Problem mit beliebigen Antriebsfunktionen
in Angriff nehmen. Dazu werden wir mit dem Antrieb durch einen kurzen Kraft-
stoss beginnen und dabei die /-Funktion und den Begriff der Green’sche Funktion
kennenlernen. Mithilfe der Green’schen Funktion kann dann die Losung fiir be-
liebigen Antrieb sofort angegeben werden.

Die Differentialgleichung fiir eine eindimensionale erzwungene Schwingung lautet
mi+Ti+Kzx=F(), (22.1)

wobei F'(t) die vorgegebene Antriebskraft ist. Wir betrachten hier den gedampften
Fall (I" # 0). Mit den Abkiirzungen

v=T/m; wi=K/m; f(t)=F(t)/m (22:2)
ergibt sich die Gleichung
Py t+wir=f(t). (22.3)

Aus dem Mechanik-I Kurs wissen wir, dass sich die allgemeine Losung dieser
inhomogenen Gleichung gewinnen lésst, indem wir zur allgemeinen Losung der
zugehorigen homogenen Gleichung

i+yi+wie=0 (22.4)

eine partikulére Losung der inhomogenen Gleichung addieren. Bei der Losung der
homogenen Gleichung haben wir die drei Félle unterschieden:

(a) schwache Dampfung (v/2 < wyg) — Losung in Gl. (3.31) Mechanik-I
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(b) kritische Dampfung (v/2 = wy) — Losung in Gl. (3.33) Mechanik-I

(c) starke Dampfung (v/2 > wy) — Losung in Gl. (3.35) Mechanik-I

Da wir den Fall fiir schwache Dédmpfung in diesem Kapitel noch brauchen werden,
geben wir diese Losung explizit an. Sie lautet in reeller Schreibweise (¢ und ¢ sind
beliebige reelle Konstanten)

z(t) = ce? cos(QU — @) ;. Q= /wE—~2/4 (22.5)

Es geniigt also im folgenden, eine partikuldre Losung des inhomogenen Problems
zu konstruieren. Wir betrachten zuerst spezielle Antriebe f(t), fiir welche sich eine
partikuldre Losung leicht finden lésst; zuletzt betrachten wir die Konstruktion
einer partikuldren Losung fiir beliebigen Antrieb f(t).

22.1 Antrieb harmonisch

Zum komplexen Antrieb f.(t) = ¢! (w > 0) ldsst sich eine partikuldre Losung
von (22.3) mithilfe des Ansatzes

T(t) = A et (22.6)

finden; einsetzen:
(—w? 4 iyw +wy) A e’ = et (22.7)
Es liegt tatsédchlich eine Losung vor, mit der Amplitude

1 w2 — w? —iyw
A = = 9 : 22.8
wd + iyw — w? (wg — w?)? 4+ y2w? (228)

A lésst sich auch als Betrag x Phasenfaktor schreiben

A=|AW)] e ™) (22.9)
wobei
1
Aw)| = : 22.10
[A(w)] N e T (22.10)
w
tan(w) = ﬁ (22.11)
0
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Aus v > 0, w > 0 folgt Im(A) < 0. Somit ldsst sich ¢ im Bereich 0 < ¢ < 7
wiahlen. Schliesslich ist

x(t) = Re{z.(t)} = Re{Ae“'}
= Re {|A(w)\ e~V W) ei‘“t}
= |A(w)| cos[wt —(w)] (22.12)

eine partikuldre Losung zum reellen Antrieb f(¢) = cos(wt). Amplitude |A| und
Phase 1 sind nach (22.10) und (22.11) durch die gegebenen Parameter 7, wg, w
bestimmt.

Diskussion

i)

ii)

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
i+ i+ wjx = cos(wt) (22.13)
lautet also
x(t) = zp(t) + |A(w)| coslwt — P(w)] ; (22.14)

dabei ist z;, die allgemeine Losung [(3.31),(3.33) oder (3.35) Mechanik-I] der
homogenen Gleichung (22.4). Der Anfangszustand z(0), ©(0) legt die beiden
Parameter in x, fest. Aus den expliziten Formen von z, ist ersichtlich,
dass der erste Term in (22.14) nach hinreichend langer Zeit beliebig klein
wird. Ubrig bleibt dann nur der durch den Antrieb bestimmte zweite Term
(harmonische Schwingung, sogenannte eingeschwungene Lisung).

Die Amplitude |A(w)| ist bei festen Parametern wy, v von der Antriebsfre-
quenz abhdngig. Wir suchen die Frequenz w = wy, fiir welche |A(w)| das
Maximum annimmt. Aus -|A(w)| = 0 und mit (22.10) erhélt man fiir
schwache bzw. starke Dampfung

2 _ A2 2 2
0, 7°/2>uwj.

Im Falle schwacher Dampfung nennt man w; die Resonanzstelle, oder Re-
sonanzfrequenz. Bei sehr schwacher Dampfung (v < wy) ist w; ~ wy. Die
maximale Amplitude betriigt dann nach (22.10) nédherungsweise 1/(ywy).
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Die Situation ist in der Figur illustriert.

|A(w)] W\I/(w)
Fig. fiir v < wy

e

22.2 Kraftstoss auf ein freies Teilchen

Auf ein Teilchen, welches bis zum Zeitpunkt 0 ruht, soll im Zeitintervall [0, 7] eine
Kraft einwirken, welche das Teilchen bis zum Zeitpunkt 7 auf die Geschwindig-
keit v beschleunigt. Anschliessend soll sich das Teilchen kréftefrei weiterbewegen.
Diese Kraft ldsst sich in der Form

F(t) =muvd,(t) (22.16)
darstellen, wobei die Funktion 4, (¢) die folgenden Eigenschaften aufweisen muss:
0-(t) = 0 ausserhalb des Intervalles [0, 7] (22.17)

/dtéf(t) - 1. (22.18)

Wihrend des Beschleunigungsvorganges bewegt sich das Teilchen um eine Strecke
der Grossenordnung s = v 7 . Wir lassen nun 7 immer kleinere Werte annehmen,
wobei v fest sein soll: die Funktionen 9, bilden eine Folge von immer héheren und
schmileren Funktionen, wobei [ dtd,(t) =1 fest bleibt.

o

0 T1 t 0 T9 t 0 T3 t
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Die Funktion ¢, existiert im Limes 7 — 0 nicht. Hingegen ist die Wirkung auf das
Teilchen bei 7 = 0 sehr einfach zu beschreiben: s — 0, und die Geschwindigkeit
dandert als Funktion der Zeit unstetig vom Wert 0 auf den Wert v,

(t) = wv0(t), wobei

0, t<o0
o(t) = { ) £ 0 (22.19)
0, , t<0 B
x(t) = { ot 150 } = 0(t)vt (22.20)
x x
t | t

Die beschriebene Folge von Kriften heisst Kraftstoss (etwas lockerer gesprochen:
unter dem Kraftstoss versteht man die Kraft, welche die Bewegung (22.20) er-
zeugt). Es lassen sich beliebig viele verschiedene Folgen von Funktionen 6, ()
vorstellen, welche in der Grenze 7 — 0 dieselbe Wirkung zeigen: massgebend ist
einzig, dass die zeitliche Dauer 7 der Kraftwirkung gegen Null geht, und dass
[ dté (t)=1.

Man bezeichnet die Folge o, (7 — 0) als d-Folge, den Grenzwert als 6(t)- Funktion.
Kommentar:

e Die 4-Funktion ist keine Funktion im iiblichen Sinne.

e Intuitive Vorstellung: “die d-Funktion ist sehr schmal, und so hoch, dass
die Flache darunter gleich 1 ist”.

e Formal ldsst sich das betrachtete Problem durch die Gleichung
mi(t) = muvd(t) (22.21)

beschreiben - dabei ist mit x(¢) der Grenzwert einer Folge von Bewegungen
gemeint.

Ein Kraftstoss zum Zeitpunkt ¢ kann in der Form

F(t)=muvd(t—1t) (22.22)

notiert werden.
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22.3 Gedampfte Schwingung. Antrieb: Kraftstoss

Welche Bewegung fiihrt ein geddmpfter Oszillator aus, wenn er einem Kraftstoss
der Form (22.22) ausgesetzt wird

i+yd+wir=uv6(t) ? (22.23)

In der Grenze 7 — 0 lésst sich die Losung in wenigen Schritten finden:

o Wir setzen voraus, der Oszillator sei vor dem Zeitpunkt 0 in Ruhe:

2(t)=0,1<0. (22.24)

e Die Reibungs- und Federkraft &ndern nichts daran, dass der Kraftstoss zum
Zeitpunkt 0 die unstetige Geschwindigkeitsinderung #(0+) — #(0-) = v
erzeugt. Zwar erreicht die Reibungskraft ~ z bereits wihrend des Stosses
endliche Werte, aber wegen 7 — 0 wirkt sie sich nicht auf #(0+) aus; auch
die elastische Kraft wirkt sich nicht aus. In der Grenze 7 — 0 ist der
wéhrend des Beschleunigungsvorganges zuriickgelegte Weg s wiederum Null
(Abschétzung: s < 7&(0+)). Damit kennen wir den Zustand unmittelbar
nach dem Kraftstoss:

z(0+) = wv. (22.25)

o Fiir t > 0 bewegt sich der Oszillator nun nach der homogenen Gleichung
weiter (f = 0). Unter der Voraussetzung schwacher Dampfung (/2 < wy)
ist die Losung (22.5) an die Anfangsbedingung (22.25) anzupassen; dies

ergibt
2(t) = % e/ sin(Qt) , t>0. (22.26)
Mithilfe der #-Funktion (22.19) lassen sich (22.24) und (22.26) zusammen-
fassen:
2(t) = 0(t) % e /2 sin(Qt) . (22.27)
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Kommentare:

e Beachte, dass (22.27) eine partikuldre Losung darstellt (jene zur Anfangs-
bedingung x(t < 0) = 0).

e Fiir einen Kraftstoss, welcher zum Zeitpunkt ¢’ stattfindet, lautet die Be-

wegungsgleichung

Ptyitwir=vét—1t),

und ihre Losung

()

ot —t')

(22.28)

=2 Gin[Q (¢ — 1) (22.29)

v
q ¢

Wir spalten noch den Faktor v ab, um die Green’sche Funktion G zu de-

finieren, welche wir zur

Konstruktion der Losung im Falle beliebiger An-

triebsfunktion brauchen werden

z(t) = vG({t—1t) (22.30)
Git—t) = 0(t—1t) é e 2 gin[Q it —t)] . (22.31)
Gt —#)
\ N t
t/ \/ ‘ _\/ ————— —\/
Die Green’sche Funktion G(t) erfiillt also die Differentialgleichung
Gt) +vG(t) +wiG(t) = d(t). (22.32)

An dieser Stelle mochte man durch Ableiten direkt verifizieren, dass die

Green’sche Funktion G(t) in

der Tat diese Differentialgleichung erfiillt. Dabei
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22.1

trifft man auf eine Schwierigkeit: An der Stelle ¢ = 0 ist G(¢) nicht im {ibliche
Sinne differenzierbar (siehe obige Figur bei ¢t = t). Das dussert sich darin, dass
die Inhomogenitdt der Dgl. (22.32) nicht eine Funktion im {iblichen Sinne ist, wie
wir oben schon festgestellt haben. In der Physik trifftt man héufig auf Funktio-
nen dieser Art (Elektrodynamik, Quantentheorie, Quantenfeldtheorie,...) - sie
heissen im Fachjargon Distributionen. Eine Diskussion e.g. der Elektrodynamik
ohne Distributionen wire sehr schwerféllig, eine Darstellung der Quantenmecha-
nik kaum moglich und nicht sinnvoll. In der Tat wurden die Distributionen im
Rahmen der Quantenmechanik im letzten Jahrhundert von P. Dirac eingefiihrt
(1927). Eine mathematisch saubere Formulierung der Theorie der Distributionen
erfolgte um 1950 von L. Schwartz.

Deshalb verlassen wir an dieser Stelle den Haupttext und diskutieren im Anhang
G das Rechnen mit diesen Objekten. Wir werden nach diesem Ausflug zuriick-
kommen auf die Differentialgleichung

Ptyit+wir=f(t). (22.33)

Sie beschreibt eine erzwungene, geddmpfte Schwingung. Mithilfe der Green’schen
Funktion G(t) wird es uns moglich sein, die allgemeine Losung dieser Differenti-
algleichung fiir beliebige Antriebsfunktionen f(t) anzugeben.

22.4 Gedampfte Schwingung. Antrieb: beliebig

Wir suchen nun eine partikulidre Lésung von
ityi+wir=f(t) (22.34)

zu einer beliebig vorgegebenen Antriebsfunktion f(t). Mithilfe der Green’schen
Funktion G(t) lasst sich eine Losung sofort angeben. In der Tat weist man leicht
nach, dass eine partikuldre Losung gegeben ist durch

2, (t) = /_ T G-t f(). (22.35)

Ubung
Beweise, unter Verwendung von (22.32), dass x,, die Dgl. (22.34) erfiillt.

Kommentar:
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22.2

22.3

224

e Die allgemeine Losung der Gleichung (22.34) kann als Summe der partikuléren
Losung (22.35) und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung darge-
stellt werden. Letztere ist fiir den hier betrachteten Fall der schwachen Damp-
fung durch (22.5) gegeben. Man hat deshalb

z(t) = ce % cos(Ut — @) + /OO at' G(t —t") f(t') . (22.36)

—0o0

e Die vorliegende partikuldre Losung zeichnet sich dadurch aus, dass sie vor
Beginn des Antriebes verschwindet (betrachte den Fall, dass f(t) fir t < tg
verschwindet). Gleichbedeutend ist die Feststellung, dass sich die Kraft zum
Zeitpunkt t' nicht auf die Losung zu fritheren Zeiten auswirkt (siche die 6-
Funktion in GG). Man nennt diese partikulére Losung die kausale Losung (f ist
die Ursache, x die Wirkung).

e Die Green’sche Funktion G ist die Losung der inhomogenen Gleichung mit einer
d-Funktion als Inhomogenitét. Dieselbe Funktion dient uns in (22.35) dazu, die
partikuldre Losung zu einer beliebigen Inhomogenitét zu konstruieren.

e Wir haben hier den Fall der schwachen Dampfung vorausgesetzt (7/2 < wy).
Fiir kritische oder starke Dampfung erhélt man andere Green’sche Funktionen.

Ubung
Berechne die partikuldre Losung z, fiir den Antrieb f(¢) = cos(wt). Konvergiert
das Integral (22.35)7 Ergibt sich dasselbe Resultat wie in Abschnitt 22.1 7

Ubung

Behandle mit denselben Methoden die Differentialgleichung

#(t) +ya(t) = f(t).

a) In welcher Situation tritt diese Gleichung auf?

b) Wie lautet die allgemeine Losung der homogenen Gleichung?

c¢) Losung fiir harmonischen Antrieb?

d) Wie lautet die kausale Losung von &(t) + yx(t) =o(t —t') 7

e) Mit dem Resultat von d) lisst sich eine Green’sche Funktion einfiihren und
eine partikuldre Losung fiir eine beliebige Inhomogenitét konstruieren.

f) Das Resultat von e) stimmt nicht mit der in Ubung 3.3 (Mechanik-I) betrach-
teten Losung (3.18) (Mechanik-I) iiberein. Diskutiere den Unterschied.

Ubung
Harmonischer Antrieb eines stark geddmpften harmonischen Oszillators. Parti-
kulédre Losung?
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22.5 Ubung
Betrachte die Differentialgleichung m& = F(t) ; sei F(t) = 0 fiir t < 0.
a) Partikuldre Losung mit der Eigenschaft x(t) = 0 fiir ¢ < 07
b) Zeige, dass sich diese als

z(t) = %/m dt' Go(t —t") F(t) (22.37)

darstellen ldsst. Wie lautet der Ausdruck fiir Go(t)?
c) Trifft es zu, dass die Green’sche Funktion (22.30) in der Grenze v — 0, wy — 0
in G iibergeht?
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23 Distributionen

Was sind Distributionen?

M sei ein Vektorraum iiber C.

T: M — C Abbildung

T heisst Funktional (weil der Bildbereich aus den komplexen Zahlen besteht).

Seien f1, fo € M. Dann ist auch af; + 8f2 € M. Ein Funktional 7" heisst linear,
falls gilt:

T(afi+ Bfa) = oT(f1) + BT(fa)-

Distributionen sind lineare Funktionale iiber speziellen Vektorrdumen M. Zusétz-
lich wird noch gefordert, dass die Funktionale stetig sind.

Fragen: Was sind diese speziellen Vektorrdume? Was bedeutet stetig? Wie rechnet
man mit Distributionen?

1 >0

Beispiel:  6(z) = { 0 z<0
R x

Diese Funktion ist nicht differenzierbar im Sinne der gewohnlichen Analysis, denn
sie ist bei # = 0 nicht einmal stetig. Man kann aber #(x) auch als Distribution
auffassen: — Beliebig oft differenzierbar!

Distributionen spielen eine wichtige Rolle in der Physik; sie treten haufig auf in
Anwendungen.

Mathematische Literatur:

1) I.M. Gel’'fand, G.E. Shilov, Generalized functions, Volume I; Properties and
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Operations, Academic Press (GTH 134)

2) J.P. Marchand, Distributions — an outline. North Holland Publ. Company
(GTH 130)

3) F. Constantinescu, Distributionen und ihre Anwendung in der Physik,
Teubner Studienbiicher Mathematik (GTH 129)

23.1 Der Raum S der stark abfallenden Funktionen

Betrachte die Menge S der im Unendlichen stark abfallenden Funktionen
v:R—C

mit den Eigenschaften

i) () beliebig oft differenzierbar (p(z) € C*)

i) o(z) fillt, zusammen mit allen Ableitungen ¢™(z), im Unendlichen stirker
ab als jede natiirliche Potenz von 1:

sup, |Xm<,0(“) (X)’ < Cunlp) ; Vm,mne Np.

Dabei bedeuten C,,,(¢) Konstanten, die von der betreffenden Funktion
¢(x) abhéngen diirfen.

Beispiele:
1
1+ 210 g5

S wird auf natiirliche Weise zu einem linearen Raum:

e € S

(a1 + Bpa) (7) = apr () + Bpa(z)  ¢12€S; a,B€C,

Es ist einfach zu zeigen, dass S ein Vektorraum iiber C ist. (Dieser Vektorraum
ist co-dimensional).

Der Funktionenraum S wird im folgenden die Rolle des Vektorraumes M (siehe
Anfang von Kapitel 23) iibernehmen.

Distributionen = stetige, lineare Funktionale iiber S.
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Es wird einfach zu definieren sein, was mit linearen Funktionalen iiber S gemeint
ist. Um definieren zu kénnen, was stetige lineare Funktionale sein sollen, brauchen

wir zuerst einen Konvergenzbegriff in S.

Konvergenz in S
v, (x); v e€Ny: Folge von Funktionen aus S
Definition: Die Funktionenfolge ¢, konvergiert gegen die Nullfunktion 0
v, — 0 (v — 00),

falls
sup, ‘Xmgol(,n)(x)| — 0 (¥r—00) Vm,neN,.

Beispiele:

1) ¢, (z) = e ist in S (Vv), denn ... .
Gilt ¢, — 07 Nein! Nimm m =n = 0.
sup, o ()] = 1 (F) 4 0 (v = o0).
(“Problem” kommt von z = 0)

1
2) pu(z) = 212 *

v, >0 (v— 00)

Definition: Sei ¢, eine Funktionenfolge in S, und ¢ eine weitere Funktion aus S.
Die Funktionenfolge ¢, strebt genau dann gegen die Grenzfunktion ¢, wenn die
Folge (¢, — ) gegen die Nullfunktion konvergiert. In Formeln:

oo O p,—p—>0 (v—00).

Zusammengefasst:

S: Raum der stark abfallenden, unendlich oft differenzierbaren Funktionen.

S hat Vektorraumstruktur: ¢1, ps € S — ap; + Bps € S
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Konvergenzbegriff ¢, — ¢ erklart.

Elemente aus S heissen Testfunktionen.

Details des Konvergenzbegriffs sind nicht sehr wesentlich im folgenden.

23.2 Distributionen

Definition: Ein lineares Funktional 7" {iber S heisst stetig, falls fiir jede konver-
gente Funktionenfolge ¢, € S gilt:

T (hm gp,,) = lim T'(y,)
V—r00

V—00

Bemerkung: Auf der linken Seite geht es um Konvergenz in S, auf der rechten
Seite um Konvergenz in C.

Definition: Eine Distribution 7 ist ein lineares, stetiges Funktional iiber S:

N)T:5—-C VpeSs : Funktional
2) T(apy + Bpae) = aT'(p1) + BT (p2) : linear
3) T(lim ¢,) = lim T'(y,) : stetig

V—r00 V—r00

Bemerkung: Man kann auch Distributionen iiber anderen (geeigneten) Funktio-
nenrdumen definierten. Distributionen iiber S werden in der Literatur haufig
temperierte Distributionen genannt. Wir lassen das Adjektiv “temperiert” weg,
da wir in dieser Vorlesung nur Distributionen iiber S behandeln werden.

Ubung: Sind die folgenden Funktionale iiber S Distributionen?
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23.3 Der Vektorraum S’ der Distributionen

S’: Menge der Distributionen iiber S. Seien 17, T, € S’. Man kann auf natiirliche
Weise Linearkombinationen von Distributionen bilden:

(@ + BT)(p) = aTi(p) + BTa(p) .
S" ist dann ein (co-dim.) Vektorraum iiber C.
23.4 Regulire Distributionen

f(z) : R — C sei eine beliebige Funktion. Wir kénnen versuchen, damit eine
Distribution 7'y zu definieren:

Ty(p) = / T f@p@)dr,  Yoes.

Die Funktion f muss gewisse Bedingungen erfiillen, damit das Integral
ffooo f(x)p(z)dr existiert.

f(x) = e* geht nicht, da zu stark anwachsend.
f(z) = 1/x geht auch nicht, da Problem bei z = 0.

Definition: f heisst lokal integrierbar, falls

(a) [,|f(x)|dx auf jedem Intervall I C R existiert.

(b) f(z) wachse nicht schneller als eine Potenz von z (fiir z — 00).
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Satz:

= T f@el@)ds,  Vpes

definiert eine Distribution auf S, falls f(z) lokal integrierbar ist.
Zu zeigen:
1) Yy € S ist obiges Integral definiert (leicht)

2) Linearitét (trivial)

3) Stetigigkeit (schwierigster Teil)

Eine Distribution T'(¢), die sich (fiir geeignetes f(x)) als Ty (¢) = [*_ f(x)¢(x)dx
darstellen lasst, heisst reguldre Distribution.

Es sei hier vorweggenommen: Nicht jede Distribution ist regulédr. Nicht-reguléare
Distributionen heissen singulédre Distributionen.

Aber: Jede singulédre Distribution kann als Limes einer Folge von reguléren Dis-
tributionen dargestellt werden.

Dies ist der Inhalt der folgenden Abschnitte.

23.5 Die singulire Distribution 7'(¢) = ¢(0)

Satz: Die durch T'(¢) = ¢(0) definierte Distribution ist singuldr. D.h., es es gibt
keine lokal integrierbare Funktion §(z) mit der Eigenschaft

o0

©(0) = /_ d(z)p(x)dr Vpes.

[e.9]

Beweis: Gegenannahme, es gibe eine solche Funktion 6(z).

/ |0(x |d:v<—

Ein solches ¢ existiert, weil §(z) lokal integrierbar ist; man muss nur € klein genug

Waihle € > 0 so, dass

wahlen.
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Um einen Widerspruch zu erzeugen, wéihlen wir eine Testfunktion, deren quali-
tative Eigenschaften in der folgenden Figur zum Ausdruck kommen.

p(x)
AN

Dass Testfunktionen () (d.h Funktionen in S) existieren, die ausserhalb des
Intervalls [—¢, €] exakt verschwinden (wie in der Zeichnung angedeutet), ist nicht-
triviall

Fiir das so konstruierte ¢(x) gilt:

o0 =1=| [~ swreta] < [t lplde = [ oot

—00

€ 1
g/ (o) dr < 5,

wobei wir also einen Widerspruch, ndmlich 1 < 1/2, hergeleitet haben O

Man sieht aber trotzdem héufig die Gleichung

o(0) = / " b(a)p(a)dz

und nennt §(x) “die Delta-Funktion”. Die Gleichung ist im Sinne des néchsten

Unterkapitels gemeint.

1 [ v
23.6 lim — —ngp(;r:)da: = (0); Vpoe S

V—00 T _Ool—l—y2

Man nennt die Funktionenfolge
fulz) =

wegen der in der Uberschrift genannten Eigenschaft eine “Darstellung” der
0-Funktion.

1 1%

71+ 1222
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Betrachten wir zuerst die Eigenschaften der Funktionen

v(x):

f( ) f,,(.r)
x#0: f,—0 firv—oo

r=0: f,— o0 firv—oo.

Wir wollen jetzt die Gleichung in der Uberschrift herleiten,

d.h, wir wollen fiir beliebiges ¢(z) € S den Ausdruck
R Y v
S e

berechnen. Die die Umgebung von x = 0 besonders interessant ist, spalten wir
das Integrationsgebiet auf (6 > 0 vorerst festgehalten):

////

Wir betrachten im folgenden die Beitrage der 3 Gebiete G1—G3.

Gll
v

T3 2| lPllde

1 /-9
<2/
™ — 0o

o | :w(m)\dx

w1+ 1202

— 0 (v—00).

Gs: analog: — 0 (v — o)

GQI

o(z) = p(0) + zR(x) ; R(z) = p(x) - ©(0)
’ v J vxr
” %/ 14 1222 P(O)dr + _/ 1+ 1222 (z)dx
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)

I = %cp(O) arctan(vz)| = %@(0) [arctan(vd) — arctan(—vd)]

-4

1
—>11:;g0(0)7r:<,0(0) (v — 00).
I5: Partielle Integration anwenden:

I 1
I, = —/ % R(x) dx; —u= 2—10g(1+y2x2)

m [ N v
IR

1 ’ 1 2,.2 /
I, —— | —log(l+v°z*) R'(z)dx

s T J_§2v

I
|
t"_‘
)
R
—~
—_
+
<
[N}
)
[\]
N—
=
—~
8
S~—

)
I = %% log(1 + v20%)[R(5) — R(—5)] — —— / log(1 + v222) R (x)dx

2um ) 5

=0  (v—o0)

5

1
< — [ log(1+ v*2*) |R ()| dx
5

2um v J_

1 9
—/ log(1 + v*2%) R/ (z)dx
5

1
2um

IN

4
log(1 + 126?) / R (x)| da
-5

- 0 (v — o0)

Zusammengefasst:
l'm—1 v p(x)dr = ¢(0); pesS O
Jim R (x)dz 0); \

Rekapitulation: T(p) = ¢(0) ist eine singuldre Distribution, denn es gibt
keine Funktion 0(x) so, dass fiir alle p € S gilt:

/ " b(@)p(a)dz = o(0) (23.1)

o

Aber: T'(y) kann als Folge von reguliren Distributionen dargestellt werden:

m [ 1Y —pla)de = 9 (0). (23.2)

-
V—00 7007'[‘14—]/

203



Wegen (23.2) kann man der Gleichung (23.1) doch einen verniinftigen Sinn geben:
Man fasse einfach d(x) auf als

5(z) = lim ~— Y (23.3)

vooo 1 + 1222
wobei der Limes v — oo nach der Integration ausgefiihrt werden soll.
Die Gleichung (23.3) wird oft als eine Darstellung der §-Funktion bezeichnet.
Bemerkung: Wir haben die speziell gewéhlte singulére Distribution T'(¢) = ¢(0)
als Folge von reguldren Distribution dargestellt. Es gilt der folgende sehr allge-

meine Satz:

Satz: Jede (singuldre) Distribution kann als Folge von reguldren Distributionen

dargestellt werden.

Bemerkung: Es gibt auch andere Darstellungen der Delta-Funktion als diejenige
in Gleichung (23.3):

(a)

lim £,(x) = 8(x).

23.7 Die Distribution §(z — z)

Aus dem vorangegangenen Unterkapitel wissen wir, dass
1 [ v

S =) T eldr = e(0).
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Betrachte nun die Funktionenfolge

1 v

fu(x) = o € R fest .

Tl 42 (z — z)?

Offenbar gilt (Beweis durch Substitution: x — zy = 2'):

[e.9]

lim fo(@)p(x)dr = p(x) .

v—oo J_

Diese Beziehung kann man formal schreiben als

lim f,(z) = d(x — zo) .

23.8 Rechnen mit Distributionen

23.8.1 Zusitzliche Notation; Zusammenfassung einiger Aussagen

Héaufig wird die Wirkung einer Distribution 7" auf eine Testfunktion ¢ geschrieben

als
(T, ¢)

anstelle von T'(¢).

e Falls die Wirkung einer vorgegebenen Distribution 7" auf alle Testfunktionen

@ € S dargestellt werden kann als

(T,p) = /OO f(x)o(z)de, (f lokal integrierbar)

heisst T regular.

e Sei (T, ) vorgegeben. Manchmal kann die Distribution nicht wie im vor-
angehenden Punkt dargestellt werden und die Distribution heisst dann

singuldr. Aber:

o0

3 immer Funktionenfolgen f, mit lim fo(z)p(z)dx

v—oo J_

= Jede Distribution ist mit Integralen darstellbar.
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Wir schreiben von jetzt an Distributionen oft auf folgende Weise:

T - | " T(a)ple)dr = [ r@pt@as

[e.o]

unabhéngig davon, ob T regulér ist oder nicht.

23.8.2 Multiplikation von Distributionen

Es seien die Distributionen 77 und 75 gegeben, d.h.,
/Tl(:v)cp(x)da: ; /TQ(x)go(:U)dx definiert.

3 Produkt /Tl(x)TQ(x)go(x)dx ?

Im allgemeinen ist es nicht moglich, auf diese Art ein Produkt von Distributionen
zu definieren! Es gibt schon Probleme bei zwei reguléren Distributionen, wie das
folgende Beispiel illustrieren soll.

Beispiel:
1
Ti(z) = W = Ty()

T und T sind wohldefinierte regulére Distributionen. Das Produkt T3 (z)T5(z) =
1/|x| stellt keine Distribution dar, weil

T(@) D) p(@)de = [ —p(a)da
/ / 2]

im allg. nicht existiert (Integrand zu singulér bei z = 0).

23.8.3 Multiplikation mit glatter Funktion

(T, @) gegeben, ebenso eine glatte Funktion f(z), die nicht zu stark anwachsen
soll im Unendlichen.

Man kann die Distribution f -7 definieren geméss
(1 T) = (1.5 +9) = [ T@) fa)ela)da
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“f wird also zur Testfunktion geschlagen”.
Beispiel: Was ist x - 6(x)?

J@s@yetade = [ @) @p)ds = el =0 Vo es.

Also:
x-0(x)=0 (Nulldistribution)

23.8.4 Ableitung von Distributionen

Betrachte zuerst die regulére Distribution T, wobei f(z) aus S sein soll:
(Ty, ¢) / f(x Ydx 3 Vo €S, feS fest.
Analog kann man T bilden, wobei ) (z) = <= f(z):

dx™
Tf(”) 7 / f

Betrachte den Fall n = 1:

(Ty, / [
Integriere partiell:
| r@es = f@e@ - [ e
- —x
Der Randterm fallt weg, weil f, ¢ in S sind.
Somit gilt:
(Ty, / fz —(Ty. &) -
Ahnlich zeigt man
(T = (1" [ fGo = ()" (T, ™).

Man hat also die Ableitung auf die Testfunktion ¢ abgewélzt.

Dieses Resultat erlaubt es nun, Ableitungen von beliebigen (also auch singuléren)
Distributionen verniinftig zu definieren.
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/ T T ) p(a)de = (<1 / " T(a)™ (@)da

o0 —00

oder in alter Schreibweise

T(g) = (~1)"T(p™).

Jede Distribution ist somit (nach Definition) beliebig oft differenzierbar!

Beispiele:

(a) Sei T'(¢) = ¢(0). Dann ist

TO(g) = (~1"T(™) = (~1)"¢")(0).

Dasselbe anders geschrieben:

(b) T(x) = O(x). Als gewohnliche Funktion aufgefasst ist ©(z) nicht differen-
zierbar (da unstetig bei = 0). Als Distribution aufgefasst aber schon:

(Tou) = [ Olw)ptalds = [ oo,

[e.e]

(Diese Formelzeile definiert die “©-Distribution”.)

Es gilt dann:

| e = (1) [ e

o0 o0



Die Rechnung hat also ergeben, dass

/OO O'(z)p(x)dx = p(0) Vo e S.

—00

Somit gilt:

O'(z) = d(x) (Distributionsgleichung!)

In Worten: ©’(x) hat dieselbe Wirkung auf eine Testfunktion ¢(x), wie die
0-Funktion.

Ubung:

Oz — x)

e(x — x)

o T Zo x

. d
Bestimme %@(m — Zp) und %e(x — Zp).

1 1
. li = P(—)F1
239 o0t T 1€ (x> F imd(z)

1
— ist als Distribution nicht definiert, denn das Integral

/_OO i o(x)dx

[e.9]

hat i.a. ein Problem bei 2 = 0.

definiert als Distribution fiir € > 0:

Hingegen ist

T+ e

<1
/ —p(x)dz o.k., denn Nenner # 0 fiir € > 0.
oo Tt 2
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Man kann zeigen, dass

einen Sinn macht.

Beweisskizze der Formel in der Uberschrift:

Wiéhle 6 > 0 fest (d.h. unabhéngig von ¢), aber klein genug, damit ¢(z) in G
durch ¢(0) approximiert werden kann.

1 75 400 5
@(x)dx—/ +/ +/
T e —00 +6 -6
T T/ ——
1 2

G3

In den Gebieten GG; und Gy kann man den Limes ¢ — 0 vor der Integration
ausfiihren:

-4 1 +o0 1
G+ Gy / ;(p(a:)da: +/ —p(x)dx.

) +4 T
Fiir das Gebiet (G5 schreiben wir:

Gy - /5 L @) i‘?/5 L0y
3 75.T+ZA590I‘ v al"l—'l.f‘:gp *

J — i
/ (=) 0)da

_s (x+ig)(x — ie)

= /6 M@(O)dm

—

_s (22 +¢€?)
J x 9 €
= o(0) [ T dr —ip0) [ ——d
#(0) /_5 (22 4 £2) © i )/_5 (2% 4 €2?) o

= &
0,Integrand ungerade arctan(f) | ",

Also haben wir gefunden:

G /(S 1 (x)dl‘ ("*V) —1 (0) arctan(é) _ arctan(—é)
. satic” ~ T - 5
* 1 (+)
= lm p(z)dz = —imp(0).

e—0t J_5 T 4 1€

Die mit (*) markierten ~ Zeichen werden umso genauer zu einem Gleichheitszei-
chen, je kleiner man § macht. Wir machen demzufolge jetzt den limes § — 0%.
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Diesen Limes miissen wir natiirlich auch in G; + G5 durchfiihren.

Gs: —imp(0)
G1+ Gy lim /_6 e (x)dx + /+OO e (x)dx| = P/oo e (x)dx
! 2 50+ | oo 27 P 2’ ) I

Die Summe der Beitrige aus den Gebieten G; und G5 ist exakt das, was man
mit dem Hauptwert des Integrals ffooo % o(x)dx bezeichnet: P: Principal Value =
Hauptwert.

Im Gebiet G5 wird ¢(0) produziert: Die §-Funktion ist also dort am Werk!

Zusammengebaut:

1 1
li = P(—) —md(x).
si%i x4+ 1€ (:c) imo(w)
Vollig analog erhélt man:
1 1
li = P(— o (x) .
si}(I)ler—ig (x)+Z7T (%)

23.10  d[g(z)] =N, A ~6(x —z,)

v=1lg'(z,)|

Die reellen Nullstellen z1, ... zy der Funktion g(x) seien alle einfache Nullstellen.

Wegen der Darstellung von 6(x) = lim. o+ %MLIQ (siche Ende von Abschnitt

23.6), kann man 6[g(z)] schreiben als
1 €

Oyl =t o ay
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Behauptung:

im =S L se—n) ()

e—0+ Te2 + g% (x)

oder gleichwertig

Beispiel:
g(x) = (x—2)(Bxr — 1) = 32% — Tw +2

2 einfache Nullstellen: z; = 2; 25 = 1/3.
g(x)=6x -7 =4(x1)=9'(2)=5; ¢(z2)=9(1/3)=-5

5z — 2)(3z — 1)] = ém _o)+ %5(95 —1/3).

oder gleichwertig:

/00 §[32% — 7o + 2] p(x) dv = %ap(Q} + %@(1/3) .

Begriindung der Formel (%)

Betrachte den Ausdruck

1 [~ €
I = lim — - ; es
et /_Oo e2 + g%(x) pla); ¢
Nur kleine Intervalle um die Nullstellen herum werden zu I beitragen (in einem
Teilintervall, das keine Nullstelle enthélt, kann man den Limes ¢ — 0 unter das

Integral ziehen und erhélt Null.)

Spalte Integrationsgebiet auf und betrachte das Teilintervall [z, — §, z, + 0] um

die v-te Nullstelle z,. ¢ sei geniigend klein gewéhlt, so dass dieses Teilintervall
keine weitere Nullstelle von g enthélt.
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T, +0
o~/
DA

Der Beitrag von diesem Teilintervall zu I lautet
1 fovto £
I, =— _— dz .
L e

Fiihre folgende Substitution durch:

zy=l/t2 © Dy g0,

T g2 +12 ¢'(x)
wobei
tlzg($y—5), tgzg(l'y+5>

Im vorliegenden Fall ist t; > t5 (siehe Zeichnung). Wir schreiben

1 M
]1/:_/ 2€ 2 SO(I.T;) dt
T Ji, (E+8)[—g(2)]
Mithilfe der in Abschnitt 23.9 gemachten Manipulationen ist es nicht schwierig,
den Limes ¢ — 0" durchzufiihren. Man erhilt

lim I, = o(zy) _ o(z,) 7

e0+ [—g'(z,)]  |g'(z.)]

wobei beim letzten Gleichheitszeichen benutzt wurde, dass ¢'(z,) < 0 (siehe
Zeichnung).

Also: Die v-te Nullstelle von g(x) ergibt den folgenden Beitrag zu I:

p(z,)

|9/ ()|

J— ﬁ: o(,)

v=1 ’g/(xV)’
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23.11  Fourier-Darstellung der /-Funktion

Zur Erinnerung: Satz von Fourier

Sei f(x) stiickweise glatt und [~ |f(x)|dz existiere. Dann gilt fiir f(z) die Dar-
stellung

flz) = /00 dk ek f(k) wobei

oo 2T

f) = [ dve g,

—00

Insbesondere gilt:

r0)= [ Srewofo = [ 5 .

oo27r 9]

Beachte: Die Funktionen g(x) € S besitzen Fourierdarstellungen.

Betrachte jetzt die Funktionenfolge

_ 1sin(nz)

On ()

™ T

Im Sinne der gewohnlichen Analysis gilt

on(x) = 1 sin(nz) = i/ dk e

T X 2 J_,
(Denn:
n k=n .
L Mg = Logne  _  Leinlng)
2r ), 2mix be—n T T
Betrachte jetzt das Integral lim dx 6,(x) g(x), wobei g € S.
n—oo J_ o
Behauptung:
lim dx 6, (x) g(z) = g(0) .
n—oo J_ o

— 0p(7) ist demzufolge eine Darstellung der Deltafunktion.
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Begriindung:

lim dx 6, (z) g(x) = lim da:/ ek g

n—oo J_ o n—00

" dk
= lim / dx ™ g(
n—oo
dk [ .
—/ / dxe”m —/ _27r/ dxe_’kxg(ac)

[ e = [ Srawe—g0),

wobei wir in der mit (*) markierten Gleichung die Substitution ¥ — —k durch-
gefithrt haben O

6(9:

Aus der obigen Rechnung sieht man folgendes:

* dk
li zkm —
i [ an [ getatn = [ v [ G

Somit ist f e“‘” ebenfalls eine Darstellung der é-Funktion, die sogenannte

Fourlerdarstellung:

> dk
i(z) = / %em Fourierdarstellung von §(x)

Was ist die Fouriertransformierte (k) von d(z)? Allgemein gilt: f(z) =

[ ik f(k). Man kann also sofort ablesen, dass

(k) =1.

e'* existiert nicht als Riemannintegral.

/ dm/ %ei’””g(x)

Bemerkung: f

Aber der Ausdruck

J/

macht Sinn.
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23.12 Die + Distribution

Die bisherige Diskussion legt nahe, dass §(x) und 6(z) die einzigen in der Physik
relevanten Distributionen wéren. Das ist nicht der Fall! Ein weiteres Beispiel ist
gegen iiber die + Distribution ﬁ (definiert auf I = [0,1] statt I = R). Sie

wirkt auf eine Testfunktion ¢(x) als

/01 dx—( so(x))+ = /01 7% — () w(l), (23.4)

11—z 1—=x

und tritt z.B. in der Theorie der Partonverteilungsfunktionen auf.

Konkret beschreibt die Distribution f.(z) (x € [0,1]) die Wahrscheinlichkeit,
dass der Anteil z des Impulses in einem Elektron von einem Elektron getragen
wird. Das Integral iiber diese Distribution muss deshalb 1 ergeben, damit die
Wahrscheinlichkeit erhalten ist

/0 f(x) =1 (23.5)

Das Ergebnis fiir f.(x) ist

S

fe(x)=0(1—x) + %log—(

2
me

2
Lt +§5(1—x)>.

T (23.6)

Die Physik, die in f.(z) enthalten ist, geht weit tiber MMPIII hinaus, aber wir
konnen mit Hilfe der Definition iiberpriifen, dass die Normierung stimmt:

! « s U142 3
A :1 1 R — — :17 237
/Of(x) +27r Ogmgl/o (1—x)++2 (23.7)
—_—— ——

denn

1 2 2 1 2
1 1 . 1
*:/dx + 2% — (14 z7)| 1:/dxx
0 0

11—z 1—z
1 372 1 3
/0 x(1+x) (93+2>0 5
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24 Die inhomogene Wellengleichung

OF(z,t) = f(Z,t) inhomogene Wellengleichung

0= Lo —A Well t
= 3 ellenoperator
0? 0? 0?

A

= Laplaceoperator
ox? * 03 * 03 P P

f(Z,t) ist als vorgegeben zu betrachten; F'(Z,t) ist die gesuchte Funktion.

Diese Gleichung kommt insbesondere in der Elektrodynamik vor (siehe den fol-
genden Abschnitt).

24.1 Allgemeine Lésung der Maxwellgleichungen

Maxwellgleichungen:
|
1 V-E=—p
€0
- - 1 = .
(2) VX B =5k = ]
(3) V-B=0
(4) VxE+B=0 (24.1)

Die Maxwellgleichungen sind linear. (E, B;) und (Ej, B,) seien Lsungen von
(24.1).

Dann 16sen Eg = B — E}, 53 = B, — B, die 4 homogenen Gleichungen, die
entstehen, wenn man p = 7= 0 setzt.

Es gilt:

allg. Losung der inho- Partikulare  Losung allg. Losung der ho-
mogenen GI. der inhomogenen GI. mogenen GI.
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Die allg. Losung der homogenen Gl. wurde sicher in der Elektrodynamikvorlesung
diskutiert.

— Wir brauchen also nur 1 Losung der inhomogenen Maxwellgleichungen (24.1)
zu konstruieren.

Aus den Maxwellgleichungen folgt, dass die E- und B-Felder (inhomogene) Wel-
lengleichungen erfiillen:

— — — 1
OF=f fz—(—Vp+qu)
€0
OB=§ : §=pmV x7J. (24.2)

Der O-operator wiirfelt die Komponenten von E, B nicht durcheinander. Man

hat es also mit einer 6-fachen Kopie der Gleichung OF (7, t) = f(Z,t) zu tun.

Fiir die Herleitung der Wellengleichungen (24.2) aus den Maxwellgleichungen,
sieche ED-Skript.

Annahme: Die Quellen 7, p seien nur in einem beschriankten Raum-Zeit Gebiet
|t| < T, |Z| < R von Null verschieden. Dann gilt:

Satz: Es gibt genau eine Lésung zu OB = §, OF = f, fiir die die Felder E, B vor
dem Einschalten der Quellen verschwinden, die sogenannte retardierte Losung:

- . 1 3 f(gat_@>
Eret(xat)_ﬂ/dy |

Beweis:

1) Integrale verschwinden fiir ¢ < —T, da nach Voraussetzung die Quellen f_:
g zu solchen Zeiten verschwinden.

2) Jnur 1 Losung zu E= f mit dieser Eigenschaft.

Grund: El und _E_jQ seien zwei solche Losungen. Eg = El — Eg wére Losung
der homogenen Wellengleichung. F5 verschwindet nach Voraussetzung zum
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Zeitpunkt to (to < —T). Ebenso E5 = 0 zu diesem Zeitpunkt: Insgesamt

DE_:g =0 3 Eg(f, to) = E;:,(f, to) =0.
Diese Anfangsbedingungen legen E; eindeutig fest:
— Eg(f,t):O Vit :>51:EQ.

3) Die retardierten Felder Eret(f, t), éret(f, t) erfiillen die Wellengleichung.

o= L [y 0
- Yy

Eret(f7 t) = 47T

Zu zeigen ist also:

Dﬁret(fa t) = = _’(fa t) )
1 9 0? 0? 0?
=~ A, A= .
c? ot? ’ a3 * x3 * x?

Es gentigt, OF (7, t) = f(&,t) zu betrachten, und zu zeigen, dass

diese Gleichung 16st.
Wir werden die entsprechende Rechnung in Abschnitt 24.3 durchfiihren.

Zusammengefasst:

re f7t = y — —| bl

{(@9) |7 — g

B L[ g<g’t_lf;g‘> 9243
re _),t - - = g .
=g [ dr = (24.3)

sind die eindeutigen Losungen der Wellengleichung, welche vor dem Einschalten
der Quellen verschwinden.

Ubung: Begriinde, wieso diese automatisch die Maxwellgleichungen lésen.
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24.2 Darstellung via Green’sche Funktion

Eret und gret konnen auch dargestellt werden als
Emﬁjﬁi/Dm@—fj—ﬂm%ﬂfﬂff%
.Ea@Jy:/i%df—fi—iﬁfﬂdﬂﬂfjﬁ.

Diese e.m. Felder sind lineare Uberlagerungen von Beitrigen, die von den Quellen
an verschiedenen Orten und Zeiten produziert werden.

Dot (Z, 1) lautet explizit:

Bemerkung: Der explizite Ausdruck fiir D, (7, t) fiithrt tatséchlich zu Eret, éret
in Gl (24.3):
1 |7 — &

DT — it —t)=—— 5t —t —
E-F =0 = o c

. 1 = .
o Bt = [ s -0 = T ar ).

Air|Z — 2| c

Man kann wegen der d-Funktion sofort iiber ¢ integrieren:

t/—t |f_f/’
c
., |27
- - 1 3 /f<x’t_ ¢ )
ret (T, 1) = E/d x T v

Was beschreibt D, (%, 1)?

Dot (%,t) beschreibt das Wellenfeld, das von einer punktférmigen Quelle erzeugt
wird, die am Ort © = 0 zum Zeitpunkt ¢ = 0 wahrend sehr kurzer Zeit aufblitzt.

Um dies zu sehen, betrachten wir die erste Komponente ( Eyet (7, t)); von Epe (7, 1),
die zur ersten Komponente f;(Z,t) der Inhomogenitit f(Z,t) gehort, wobei wir
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f1(Z,t) = 83(%) §(t) setzen. f1(F,t) stellt die erste Komponente der beschriebenen
aufblitzenden Quelle dar.
S Bl 1)1 = / Dol — Tt — ) 85(&) (t') d' dt

(Eret<fy t))l = Dret(f; t) O

—

Bemerkung: (E,e (7, 1)), erfiillt die DGL

—

D(Eret(‘fa t>>1 - fl('fa t) :
Demzufolge erfiillt D, (%, t) die DGL
DDret(:a t) = 63(f) 5(t) :

Bildliche Veranschaulichung von D, (%, 1):

1 |7]

Dre _‘7t = s
(&:1) 47 || c

Zur Zeit t ist nur gerade im Abstand || = ¢t ein Wellensignal vorhanden. —
Propagation einer zu t = 0 bei ¥ = 0 erzeugten Kugelwelle.

xs3

)

Andere Darstellung: (“4-dim” Bild)

7

)

D,y # 0 nur auf Vorwiértslichtkegel
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24.3 Verifikation, dass OF (7, t) = f(7,t)

Wie oben angekiindigt, wollen wir jetzt zeigen, dass

F(f,t):i/d3yf<g7t_|£;gl>

die DGL OF(Z,t) = f(Z,t) tatséchlich erfiillt.

Es ist giinstig, die folgende Substitution durchzufiihren:

=F+7 — dy=d
1 Az |Z]
SFE)=— [ —f(a+zt-2).
(Z,t) 47r/|5|f<x+z, ;

1
— wird nicht zu Problemen fiihren. Trotzdem sparen wir eine Kugel K. vom

=)

Z
Radius € um z' = 0 aus im Integral (und lassen € — 0 gehen am Schluss).

<y

Wir betrachten jetzt also

1 d?
@@=, [  Sr(E+zi-2); 2=
AT Jra\k. Z c

und bilden OF:

OF. = — &3z 1,
dr [ >
wobei
=12 f=NALf (24.4)
oz e i '
Wir versuchen nun, die partiellen Ableitungen nach ¥ durch solche nach z" aus-
zudriicken: (1) .
— — ol — — — Z .
C S~~~ cz
. . 17 . o - 120
=V f=V.f+-2f oder V,=V.4+-2=
cz czOt
A, f wird dann (Ubung!):
S 21 2%, . 3
Aef =V -Vof = .= Af 4 2= f+ 22V f 4 = f
cz cz c
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Setze nun diesen Ausdruck fiir A, f in Gl (24.4) ein:

:__Af_gl R (24.5)

c 22 c 22

Behauptung: I kann als Divergenz geschrieben werden:
= 1 = 7 2 7 -
]:VZ-{——VZf—% ——if}. (24.6)
z z
Ubung: Zeige, dass dieser Ausdruck mit demjenigen in Gl. (24.5) iibereinstimmt.

Somit:
1 . = 1.
ar, = — szZ- ——V.f——=f—-—-—= )
z

47 c z2

Wir haben also ein Volumemntegral iiber eine Divergenz zu berechnen. Mithilfe

des Satzes von Gauss konnen wir dieses in ein Oberflachenintegral iiber den Rand

des Volumens umwandeln.

Der Rand im Unendlichen liefert keinen Beitrag, da nach Voraussetzung f (und
somit auch f) dort verschwinden.

Es bleibt nur der Beitrag vom Rand der kleinen Kugel K.:

aF. = = d&~{Vf+ =/t ﬁ}.

4 ¢ 22

dd ist nach aussen gerichtet (beziiglich der kleinen Kugel, deshalb der Vorzei-
chenwechsel).

¢ klein machen: Dann kann man f, f und v f bei Z = 0 auswerten.

Die Kugeloberfliche ist ~ 2. Der 1. und 3. Term in der geschweiften Klammer
verhalten sich wie ~ 1/e, wihrend sich der 2. Term wie 1/&? verhélt.

= Nur der 2. Term iiberlebt im Limes ¢ — 0.
1 Lz L -
DFE%O = E ZzadO"; flgzo =...= _7T47Tf‘2:0 = f(iL’—l-Z,t——)‘g:o = f(l',t) .

D.h., es gilt
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Zusammengefasst:

erfiillt tatsdchlich die Wellengleichung

OF(Z,t) = f(Z,t).
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23 Komplexe Analysis

Reelle Analysis f: R — C

Komplexe Analysis f: C — C  (”Funktionen-Theorie”)

23.1 Komplexe Differenzierbarkeit

reell differenzierbar:
Eine Funktion f : R — C heisst reell differenzierbar am Punkt x falls die folgen-
den Grenzwerte existieren und iibereinstimmen:

flz+e) = flx)

f'(z) = lim (23.1)

komplex differenzierbar:
Eine Funktion f : C — C heisst komplex differenzierbar am Punkt z falls der
Grenzwert:

62—0 0z

(23.2)

existiert und unabhéngig von der Richtung von 0z ist. (unabhingig arg(dz),
5z = |6z|et 2r&(02)

Notwendige Bedingung

Betrachte z = x + iy, f(2) = u+ v = u(x,y) + iv(x,y)

(i) 0z = du:
lim u(z + ox,y) + w(x + dz,y) —u(z,y) —iv(z,y) _ ou 2(5_11 (23.3)
520 ox dr Oz
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(ii) 0z = idy:

lim Y2y +0y) +iv(ey +0y) —ulw,y) —iv(zy) _ ou  dv (23.4)
dy—0 Z&y Zéy 6y

, - ou v ou ov )
— (i) = (i1) = = 5_y’ @ =5 Cauchy-Riemann DGL ~ (23.5)

Auch hinreichende Bedingung:

0f = flz+02) — f(2) = ulx + dx,y + 0y) + iv(x + dx,y + doy) — u(z,y) — iv(x,y)
ou .0V ou . v 9
\( ~~
5 5o
= 0 5t iby) + 28 (0 + idy) + O(0?) (23.6)
= 5 (02 4 idy) +i=—(6z +idy )

= 5—f % 4§22 4+ O(0) ist unabhéngig von der Richtung 42!
Definition:

f 0 C C — C heisst analytisch oder holomorph oder reguldr falls
f(z) V 2z € Qkomplex differenzierbar ist.

f heisst ganze Funktion falls sie holomorph auf ganz C ist.
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Satz: Die Ableitung einer holomorphen Funktion ist wieder holomorph!

Beweis spéter iiber Cauchy Intergralformel

Bsp:

TR T TR
sz T oy’ Sy Y= T

ou _ 2z ou _ Yy v _ v _ 0= |z|* ist nur holomorph bei z =0
ox oy ox Oy

(5_u =+1#—-1= 5—U = nicht komplex differenzierbar
ox oy
Satz:

Falls f(z) holomorph ist, kann man fiir die Berechnung der Ableitung die
Richtung frei wiahlen — funktioniert &hnlich wie beim reellen Ableiten

Jede konstante Funktion ist holomorph mit Ableitung 0:
flz+02)—f(z2) c—c

0z 0z

0 (23.7)
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Die lineare Funktion f(z) = z ist holomorph mit Ableitung 1:
f(z+2)— f(z) z+0z—=2

5 = 5 =1 (23.8)
Summenregel:
(f+9)(z)  =f()+7(2) (23.9)
(f+9)(z+02) = (f+9)(2) = [f(z+02) = f(2) +9(z + 02) — g(2)
(23.10)
Produktregel:
(f-9)(z) = f(2)9(z) + f(2)g' () (23.11)

(f-9)(z+02) = (fg)(2) = f(z+062)g(z+0z) — f(2)g(z)
=[f(z+02) = f(2)]g(z + 02) + [9(2 + 62) — g(2)] f(2)

(23.12)
Quotientenregel:
(i)l _fo—7id (23.13)
g g
Kettenregel:
flg(2)) = f'(9(2)) - 4'(2) (23.14)



Weitere Rechenregeln

- n
f(2) = z neN
—z.zn—1
fl(z) =1-2m gzl on7l = onml g p(pn 72 4 L nm2)
—z.zn—2

Induktion nach n:
==nz""!

= Jedes Polynom P,(z) = Y"1, a;2" ist eine ganze Funktion

o Pn(z)
f(Z) - Qm(z)

= ist holomorph ausser an der Nullstellen von @Q,,(z)

rationale Funktionen

% ist analytisch auf C\{0} mit Ableitung —ZLQ

1_.qc—z'y_> ou 2 +y?—ax(2x) oy —a?

2 a?4y? bz (22+y?)? (22 +yP)?
v —(*+yP) +yy) Yy —a?
oy @4y (a2 +y?)?
ou  —2zy v

sy (P+y?)? o

Interpretation der komplexen Ableitung
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(1) reelle Ableitung — lokale Eigenschaft
komplexe Ableitung — Laplace Gleichung in 2D

Cauchy-Riemann DGL:

|

du  ov é} Pu 6w ou _5U o, Pu 6w
S dy oz Sxdy Sy oz Sy2  dxdy

=d
<

(23.20)

addieren — (% + %)u =Au=0

genau gleich fiir v (oder argumentieren: falls f holomorph dann auch —if = v—iu)

— u, v heissen harmonische Funktionen (u, v sodass Laplace Operator= 0)

(2) geometrische Bedeutung

f(z) =w in der Ndhe von z,

Was ist die Beziehung zwischen 6 = 6,5 60" = 0y 27

Y Y
N . ’ ‘9 A A p(éo}__wo
2 > 22@(-
> X > X
Sw = du+idv = f(z+2) — f(20) = f'(20)62 + O(62?) (23.21)

230



ou) _ (Re f'(z0) —Im f'(z0)\ [0z _ | fcos¢ —sing) _
((51)) B (Im f'(z0) Re f'(20) ) (5y> =A (Sin¢ cos & > = )0, (23.22)

mit f'(29) = Ae'® und einer orthogonalen Matrix O.

o
Y X2zToToy
d MWZTOTOZ\/§T 0T OF

x= =A% ¢y =Ay mit A=)\O

= cosf (23.23)

— Die durch f(z) definierte lineare Transformation ist winkeltreu

Wenn f’(z) # 0, dann gibt es eine Umgebung von wy = f(2), in der die Inverse
Funktion f~! existiert, wieder analytisch ist, mit f'(z9)~! = m

Denn: f'(z) # 0 — A = X- 0O, A invertiethar A™! = X' . O7
— 8w = f(20)d, + O(6%)

Satz: Fiir eine Funktion f : Q2 C C — C sind dquivalent:

(i) f ist in zg komplex differenzierbar

(i) f ist in zo reell differenzierbar und 5‘1{ (20) =0
Beweis:
(i) — (ii):
z+z* z—2z"
= = 23.24
= Y= (23.24)
Kettenregel:

6f of ox  Of oy 1((5u ov ou (51}) CRDGL (23.25)

5= oxor oysr  2\ox sz sy 5y
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(ii) — (i) tiber dhnliche Argumente

Beispiele: holomorphe Funktionen: Polynome, rationale Funktionen

23.2 Cauchy Integralformel

Kurvenintegrale/Linienintegrale /Konturintegrale

- Je I(2)dz = [y def(y(®)(1)
— definiert wie in MMPII

v

23.2.1 Satz von Cauchy

Sei f(z) eine holomorphe Funktion auf einer einfach zusammenhingenden
Teilmenge €2 C C und C sei eine geschlossene Kurve in €2, dann gilt:

f F(z)dz =0 (23.26)

Bemerkung/Definitionen:

Q) heisst einfach zusammenhéngend, falls jede geschlossene Kurve in € stetig zu

einem Punkt zusammengezogen werden kann — “keine Locher”

fc soll andeuten, dass die Integration iiber eine geschlossene Kurve ist.
Der Satz von Cauchy ist der wichtigste in dieser Vorlesung, da die gesamte
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VA
—

Funktionentheorie darauf aufbaut.

Beispiele

N
7

flz)=2"= %z”dz
c

mit 2 = e’ ¢ € [0,27] und %% _ ire™ erhalt man

S d¢
4 2w
— n i(n+1)¢d¢
wr e
ch J

{ﬂeiml)ﬂgw =0 n#-1

n+1
it (g = 2w no=—1

Cauchy sagt: fc 2"dz=0firn >0
keine Aussage fiir n < 0
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(
(ha/a\ X"I_ (ola\ Yot

(

(

—1—i)(1—=t)+(1—0)t) firtel0,]1]

(=&~ 2’:1; (O\,“QJ wiederf(z) = 2" :

4

]{z”dz = Z /01 dt(vi(t))”d%P

¢ i=1

0_n+1‘
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n=-—1:

4 1 dyi
dzz"' = /dt dt
fi: ; o 7t
! 2i 2 2i 2

= dt , — — . — . — + .
0 l—e+2it 140¢—-2t —-14+7—-2it —-1—1+2¢t

/1 4i B 4 /1dt 4i(1+4—2it) 401 —i—21)
o \L—i+ 2t 14+i—-2t) ), T+(2t—1)2 (1—-2t)2+1

o142t —1+i+2t Looi4+2(2t—1
:4/ drt =t s :4/ P ) (23.27)
0 1+ (26— 1) o 1+(2t—1)
t—1—t

Transformation 2t — 1 — — (2t — 1), dies ist ungerade, verschwindet also

1
1 1 1
ey —:8'[— ¢ 2t—1}:4'< tan(1) — arct —1):2’
Z/O T @i= 17 zzarc an( )O 1| arc an(z arc aﬂ( 2 i
w/4 —7/4

— gleiches Ergebnis wie beim Kreis
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Beweis Satz von Cauchy

1 ,D_ - Q einfach zusam-
menhéngend

- f(z) holomorph

- C geschlossen in ()

zu zeigen: §, f(z)dz =0

v

Wir nehmen zunéchst an, dass die partiellen Ableitungen von u, v stetig sind
(voller Beweis ohne dies Annahme Goursat 1900, siche unten)
Beweisidee hier erfolgt iiber den Satz von Stokes

éf(z)dz = jé(u + i) (dx + idy) = f(uda: — vdy) +i j{(vdx + udy) (23.28)

c

Re::@ Im::@

Behauptung: (1) = 2) =0

Schreibe Integranden wie im Satz von Stokes:
]{df-wz/da-(ﬁxw), (23.29)
c A

also in der Form (v,€, + v,€,) - dl

Dann folgt aus dem Satz von Stokes
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%('dex -+ 'Uydy) — f(’l}zé’x -+ Uygy) . df: / ﬁ X (Uzgx -+ Uygy) . \di/
C C A e dxdy

= / dydy €, - (ﬁ X V,Ep + V X Vy€y)
A

J J
_ o, 9 93.
/Adxdy <5xvy 5yvx> (23.30)

Nun Anwendung auf §, f(z)dz

Vp=u 51) 51,6
(Dvy_U/Adxdy( S 5y) 0 CR-DG (23.31)
Vp =V (5u 51}
= ———) = -DGL O (23.32
@vyu/Ad:r;dy<6I 5;,) 0 CR-DG (23.32)

Erweiterung auf nicht einfach zusammenhéngende Gebiete:

f(2) sei holomorph in Q aber nicht in  — Satz von Cauchy gilt gerade nicht
fiir C

A

Ny £
// a4 /// .
g C e Y=

v

C' = C] UCj ldsst sich zusammenziehen, also §,, f(z)dz = 0 (Singularitét
umgehen)

/C;A f(Z)dZ —+ BD f(Z)dz + . f(Z)dZ —+ f(Z)dZ (2333)

EFG
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f(z) ist stetig auf GA, ED, insbesondere fir G — E; A — D

f(z)dz = — (2)dz (23.34)

f
GA DE

also 7{ f(z)dz= ¢ f(z)dz+ ¢ f(2)dz —> f(z)dz=— ¢ f(2)dz
/ Ci C Ci C

(23.35)

Integral bleibt also unverdandert, bei stetiger Deformation der Kontur innerhalb
der Region, in der f(z) holomorph ist.

— Deshalb waren die Ergebnisse fiir die Beispiele 1) und 2) identisch auch fiir
n <0

23.2.2 Cauchy Integralformel

Sei f(z) holomorph, entlang der geschlossenen Kurve C (in 2)
Dann gilt fiir jedes 2y € €2:

f(z0) = = Mdz (23.36)

21 Jo 2 — 20

—Q
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Beispiele:
1 1
el
c 2(z2+472) c 2—0
1
hier: f(z) = Pt C Einheitskreis

nur Nullstellen innerhalb der Kontur sind relevant (z = —2 spielt keine Rolle)

1
Zo+2

=

= 271

20=0

1 Partialbruch 1 1 1 1 .
)jc 421 zeriegun 4 7 <z—1/2 z+1/2) 12 f(Z0)lz0=1/2 = f(20)|z0=-172

1
= 2mi(l-1) =0

Beweis Cauchy Integralformel

z2=z29+1e%, =0

—* b e
c =re

do

! flz) i [T € f (a0 + re?)
o b, T Mo / do——" "5 (23.37)
1 [ .
— 3 = 7,(;3
= lim —— /0 dof(zo + re'?) (23.38)
1 2
S AC) / dg = f(2) (23.39)
@ 0
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Anwendung

o) = = § LB (23.40)

2w Jo 2 — 2

durch naives Vertauschen von Integration und Differentiation:
|
FO () = & ]{ (Ldz (23.41)
c

2mi z — zp)"t1

Dieses Vorgehen ist legitim, erfordert aber die Version des Saztes von Cauchy
nach Goursat (ohne die Annahmen an die Stetigkeit der partiellen Ableitungen)

Satz: Die Ableitung einer holomorph Funktion ist wieder holomorph.

23.2.3 Beweis (-skizze) nach Goursat

Sei A ein abgeschlossenes Dreieck in C. Dann gilt fiir jede, in einer Umgebung
von A, holomorphe Funktion f: §,, f(z)dz =0

Skizze:

Unterteilung in der Mitte, Integration

iiber die Wege hebt sich weg
9 5

= <4

f(z)dz

[22AN]

— ’ f(2)dz 0.B.d.A. sei A; der grosste Term
oA

4
d
; N f(2)d=

(23.42)
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— Konstruiere Folge A = Ag D A1 DAy D A3 D ... (23.43)
mit

f(z)dz| < 4" f(z)dz

0An

und  L(OA,) = 27"L(A)  (23.44)

‘8A

Da alle A,, kompakt: (1,50 An = {20}
f differenzierbar in z: f(2) = f(z0) + (2 — z0)< F(z0) + A(z)) mit A(z) — 0

fir z — 2o

]{ dz[f(z0)+(z—20)f'(20)] = 0 (Stammfunktion und geschlossener Integrationsweg)
0An
(23.45)

— - f(z)dz| = ‘ /8An(z — 29)A(2)dz| < L(0OA,) max (z — 20)A(2)
< [L(0A)]* max |A(z)] (23.46)
— » f(z)dz| < 4"(L(0A)2_")2Zrenaa§(n |A(2)] 2225 (L(OA))?A(2)| = 0

(23.47)

Dies beweist den Satz fiir ein Dreieck, kompliziertere Gebiete kénnen dann darauf
zuriickgefithrt werden.

23.2.4 Stammfunktion

Definition:
Sei 2 C C, f:Q — C, stetig. Eine Funktion F' : 2 — C heisst Stammfunktion
von f, wenn F' holomorph ist mit £’ = f.
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f hat lokale Stammfunktion auf €2, falls es zu jedem z € Q eine Umgebung €
(z € U C Q) gibt, sodass f auf {2 eine Stammfunktion hat.

Satz:
Sei f: Q — C stetig mit Stammfunktion F', v ein Integrationsweg in {2, von 2
nach z;. Dann ist fﬂ{ f(2)dz = F(z1) — F(z)

Bemerkung: Fiir holomorphe Funktion folgt dies direkt aus dem Satz von
Cauchy, da das Ergebnis nicht vom Weg abhéngt.

Satz:
Sei f:Q — C mit lokaler Stammfunktion F'. Dann ist f holomorph.

Denn: Nach Voraussetzung ist F' holomorph. Dann ist auch f holomorph.

23.2.5 Satz von Morera

Sei f: Q — C,Q ein einfach zusammenhiingendes Gebiet und §, f(z)dz = 0 fiir
jede geschlossene Kurve in €2, dann ist f holomorph.

Beweis:

Betrachte z € Q,a € Q fest, und definiere F(z) = [ f(z)dz, was wegen
¢, f(2)dz = 0 nicht von dem gewihlten Pfad abhéngt.

Zeige: F(z) ist eine Stammfunktion
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Betrachte:

F —F 1| [t
IO g = [ aue) - e)
1 /
< e max | f(2") — f(2)]
z'€[z,z+¢€] entlang des\%/eges von z nach z + €
80 da f(2) stetigist O (23.48)

23.3 Potenzreihen

Wir betrachten als néchstes Potenzreihen Y2 a,(z — 2p)", um hohere Funktio-

nen wir e* = » > L2" einfiihren zu kénnen.

23.3.1 Cauchysche Ungleichung

Sei f in einer Umgebung von Q = {z||z — 29| < R} holomorph.

Dann gilt fiir jedes 0 < d < Rund |z — 2| < R —§:

FOE < B2 e (5] (23.49)

— 0o |2/ — zo\ R

ZB fir 0 = Ristz = 25 — [f™(z) <

for MAX|zr o= | f ()]
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R !

fir = 5 o |f9() <27 max () (23.50)

Beweis: Cauchy Integralformel:
| /

() = FE) o e,

f"(z) = 5 /59 (z’—z)"“dz fir |z — 2| < R (23.51)
Sei |z — 2% < R -0 — | -2 > § — |fM)| <
%ZWR(W% maxi. =g | [(2)]- O

23.3.2 Weierstrassscher Konvergenzsatz

Die Folge holomorpher Funktionen f, konvergiere lokal gleichméssig auf €2

gegen f. Dann ist f holomorph, und alle Ableitungen von f, konvergieren lokal
gleichmiissig gegen die Ableitung von f.

| Anwendung: f,(z) = Y p_o ar(z — 20)"]

lokal gleichmiéssig: Vzp € € und Ve > 0, dng € N und ein § > 0, so dass
|fn(2) — f(2)] < € wenn |z — 25| < 6 und n > ny

Beweis: Als lokal gleichméssiger Limes stetiger Funktionen ist f stetig. Sei C eine
geschlossene Kurve in (2

]{ F(2)dz BTRISEE Yy f{ fulz)dz =0 (23.52)
C C

Konvergenz n—oo

Satz von Morera

f holomorph

Ableitungen: Sei 2y € €2, € > 0. Nach Cauchy Ungleichung angewendet auf f — f,,,
mit § = R/2:

/ / 4 / /
1) = £ < 5 _max | [F) = ful2) (2553
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fiir ein R, so dass die Kreisscheibe in €2 liegt.

Da f, lokale gleichméssig konvergiert: wéhle mng so gross, dass
maxpy—ion () — ful2)] < Be

= |fu(z) = fz)l <e O

— Der Weierstrassscher Konvergenzsatz ist eine Folgerung aus dem Satz von
Morera und der Cauchy Ungleichung.

Nun Anwendung auf Potenzreihen: f,(z) = > 7_, ax(z — 20)F

okivefg,uﬂ'
Folgerung aus Weierstrass:
Innerhalb des Konvergenzradius |z — zp| < R ist
die Potenzreihe f,(z) = > "7 ar(z — 20)™ holo-
morph und darf gliedweise differenziert werden
kO(\UQ/‘Z(/IJr (Konvergenzradius bleibt erhalten)

Begriindung: betrachte

p(z) = |akr1l|z — 2o/ _ |@ges1]
' |ar]|z = zol* |ax]

|z — 2o (23.54)

mit p(z) = limg_,o0 pi(2) falls der Limes existiert.

Fiir p(z) < 1 ist die Reihe absolut konvergent, denn fiir n > ny (fiir das p,, < 6 <
1):
|antillz = 20" = pulan||z — 2|"

- pnpn—1|an—l||z - ZO|n_1

< 6", ]2 — 2| (23.55)
oo oo
= Y lansllz = 2" < Jangllz = 2|8 Y 5
n=no n=no

——
konvergent fiir 0<d<1

(23.56)
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— Der Konvergenzradius folgt aus dem Grenzfall p(z) = 1, also

R = lim

n—o0

an ‘

Ap+1

f(z) = Z an(z — 29)" holomorph fiir |z — zg| < R
n=0

Fi(2) =) ann(z = z)"" (23.57)

23.3.3 Eulersche Funktion

1
ef = E —'z” definiert eine holomorphe Funktion auf ganz C! ( ganze Funktion)
n!
n=0

1)!
R=tim D (23.58)

n—soo n!

darf gliedweise differenzieren:

oo n—1 o0 n

() =) (n%l)' => % = (23.59)

ezl+22 — 621622?
Betrachte:

f(z)=e7e""” 2z,weC
f/(Z) _ _e—zew-l—z + 6—z€w+z =0

— e %"t = Konstante(w) auf C

Fiir 2 =0: " = Konstante(w) — e %" = "

Firw=0: e 7% =1— "™ =¢%"*

— sin z,cos z,sinh 2z, cosh z sind ebenfalls ganze Funktionen, kénnen auf die
Exponentialfunktion zuriickgefiithrt werden.
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23.3.4 Umkehrfunktion

Die Umkehrfunktion ist nicht eindeutig, denn

r+2min T 2Tin

e = e’e =e" =y —“logy’ =x+2min

— Ambiguitdt durch Wahl von n

ng = 0: “ Hauptzweig ” — siehe spéter

Q

f € — C holomorph, zp € 2, R >0
sodass ' = {z||z — 20| < R} C Q

Fir z € '
1 /
21t Joqp 2 — 2
1 B 1 1
2 —z _1_ =% 2 — 2

Z— 2

——
hat Betrag < 1 denn z€Q/, 2/ €9V

B = (z—2)"
o Z (Z’ _ Zo>n+1

n=0
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— f(2) _ L > (Z,f(—zl)nﬂ(z — 2)" (23.65)

211 Q) 0 — ZO)
gleichméssige Konvergenz

1 ics .
;\gﬁ /an dz (Z/_—W(Z — 20) (23.66)

-~

(n)
Eanzif nEZO)

o0

Zan z—z)" fur |z — 2| < R (23.67)

n=0

Satz: Eine auf €2 holomorphe Funktion ist um jeden Punkt 2z, € € in ei-

ner Potenzreihe f(z) = > 7 an,(z — 2z0)" entwickelbar, mit Koeffizienten
ay = % = ﬁ fag, dz %, wobei der Konvergenzradius R gegeben ist

als der grosste Kreis um zp, der in Q liegt, und ' ist eine Kreisscheibe mit
Radiius r < R um zj.

Es gilt sogar die Aquivalenz der folgendern Aussagen (f : Q — C)

(i) f ist holomorph

(ii) f besitzt lokale Stammfunktionen

(iii) f ist reell differenzierbar und geniigt den Cauchy-Riemann DGL
(iv) f ist um jedes zg € €2 in einer Potenzreihe entwickelbar

23.3.5 Identititssatz fiir holomorphe Funktionen

Folgende Aussagen sind fiir zwei holomorphe Funktionen f, g &quivalent
(f,g9: Q2 — C,Q einfach zusammenhéngend) :

(i) f

(ii) Es glbt ein zp € Q mit ™ (2) = g™ (20)Vn

(iii) Es gibt eine nicht diskrete Menge €' C Q mit f(z) = g(z) Vz e ¥
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nicht diskret = Menge mit Haufungspunkt, Beispiele:

1
a, 0], Tn =1 € N (23.68)

— Héaufungspunkt 0

Beweis:

(77) — (7) Innerhalb des Konvergenzradius um z

F2) =) fulz = 2)" (23.69)
(da fn = gn)
F(2)=9(z) =) gnlz — 20)" (23.70)

&

— analytische Fortsetzung durch Potenzreihenentwicklung

(13i) — (4i) € ist nicht diskret, d.h., wir konnen eine Folge definieren z, €

(
O (2, # 20)
Zn — 20

f(zn) = g(2zn), [f(20) = g(20) wegen Stetigkeit ] (23.71)

Zeige, dass die Ableitung in zy iibereinstimmt, betrachte dazu:
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92 =3 gu(z — 20)
Jo= 4o (23.72)

und zeige iiber vollstdndige Induktion: fr = gr Vk

fr = gi sei schon gezeigt fiir k < m

=/ Z (fe = g)(z — 20)" (23.73)
k=m

Auswertung bei z = z, (f(z,) = g(z,)):

0 = (fi—g)(zm—2)" |+ (2a—2)" (23.74)
k=m
= = fm— Gm + (20 — 20) Z(ferlJrk — Gmt1+k) (20 — zo)k (23.75)
k=0
k()

k(zy,) ist stetig (sogar holmorph)

n — o0:

0= fin— gm = fm=gm O (23.76)

Konsequenz:
Eine holomorphe Funktion ist schon durch eine sehr kleine Teilmenge eindeutig
bestimmt — analytische Fortsetzung
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Beispiele: Eine holomorphe Funktion f definiert auf [a,b] kann eindeutig auf
ganz C fortgesetzt werden.

Weitere Beispiele:

g(z) =e z,we C

f = g fiir reelle w, z

Identitédtssatz in z .
yf=g fir e C,w eR

Identitatssatz in w ..
»f=g fiir z,w € C

23.4 Isolierte Singularitit und Laurentreihen

Definition: Eine Laurentreihe ist eine Reihe der Form

[e.e]

> an(z—z)" (23.77)

n=—oo

Sie ist konvergent in z wenn

Z an(z — 29)" und Z a_n(z—20) " (23.78)

n=0

vV vV
Nebenteil Hautpteil

seperat konvergieren.
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Mehontes\ kowergert

\\OUQW;\ kon\le(‘%kw\—

— Konvergenzbereich ist i.A. ein Kreisring

Weierstrass . . . . .
Im Konvergenzbereich definiert die Laurentreihe eine holomorphe

Funktion und darf gliedweise differenziert werden.

Beispiele:

(1) Wenn der Hauptteil nur endlich viele Terme hat:

Nehenled|

— konvergier V|z| > 0 auf der punktierten
Kreisscheibe

Die Singularitét heisst Pol der Ordnung N

(2) Die Funktion
1 1
ex =) —z" (23.79)

1

=Y ey 1 (23.80)
n=1 Nebenteil
——

Hauptteil
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— unendlich viele Terme im Hauptteil, Singularitdt nur bei z = 0
wesentliche Singulariit

Isolierte Singularitét bei zg: f ist holomorph auf Q — {z}

(i) hebbare Singularitét
— f kann nach zy holomorph fortgesetzt werden < Hauptteil verschwindet

[ Bsp: f(2) = =*5 kann holomorph nach z = 0 fortgesetzt werden |

(ii) Pol der Ordnung N < Hauptteil endlich

(iii) wesentliche Singularitét < Hauptteil unendlich

23.4.1 Meromorphe Funktion

Funktionen, die bis auf isolierte Singularitdten holomorph sind
P(z)
Q(z)’

— rationale Funktionen tan z, cot z, tanh z, coth z

Beispiele: Laurentreihe von ﬁ
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1 d 1
z(—i)?dz1— 2
—id i (z)n S
z dz —~\1 1
I n , /7
=l o
1 =n+2
— 2 = — "
n—n-+ B —|—Z o z
~~ =0
Hauptteil Nebertell
Konvergenzradius R = lim,_ |a:’+‘ 1| =
: n+2 __
lim,, o n_::_-?) =1
[ Fiir |2] > 1 Z(Zil)Q = %(1_11)2 = =2 (n—2)" ]
(2) 29 =1
1 — 1 1
— Partialbruchzerlegung = Z, + - -
2(z —i)? (z—14)2 z—1i =z
—i 1 N ,i,n( )
= iy i"(z—1
(z—19)2 z—1
n=0
— R=lim || =1
~
GD — Konvergenz beschrénkt durch die néchste Sin-
gularitét
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Ganze Funktion (— auf ganz C holomorph)
— Welche Singularitéten sind moglich fiir |z| — co?

Satz

Es sei f eine ganze Funktion, es gebe ein n € N und positive Konstanten R, M
mit |f(z)] < M|z|" fiir |z| > R.
Dann ist f eine Polynom mit Grad f < n.

Spezialfall (n = 0): Satz von Liouville:

Jede beschriankte ganze Funktion ist konstant.

Beweis: f hat ein auf ganz C konvergent Potenzreihenentwicklung

F(Z) =) am2" (23.81)

Cauchy Ungleichung fiir Kreis mit Radius 6 =r > R, m > n

i
m) (0 1 m!
] = O L e 21
m! m!rm |2 |=r
———
<Mrm

— Mrn—m T—00 0
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Folgerung:

23.4.2 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes nicht-konstante Polynom P(z) hat eine komplexe Nullstelle.

— P(2) =Y p_gaxz® = a, [, (z — z;) mit Nullstelle z;

Beweisskizze: durch Widerspruch

Nimm an, es gébe ein nicht-konstantes Polynom ¢(z) ohne Nullstelle —

P(z)
eine ganze Funktion

Fiir P(z) =Y ;_,apz™ 3M,r sodass |P(z)| > M|z|" fiir |z| > R,

denn Verhalten des Polynoms wird durch den fithrenden Term bestimmt. Formal
kann man dies wie folgt begriinden:

Fir P(z) = Y az® = a,2" + P(2), 0 < e < 1, wihle |2| >
max(1, ﬁ S°7~¢ lag|) = R. Dann

n—1

PO (X loul ) <

k=0
|an2"| < |P(2) = P(2)] < |P(2)| + |P(2)|
— |P(2)] > |an2"| — |P(2)

> (1—¢€)|ay| |2 (23.82)
T

Fiir |z| > R folgt dann:
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< < 1
= M2 = MR"

1
P(z
— ﬁ beschrinkt fiir |z| >
stetig und endliches Gebiet.

P(2)

Liouville 1

(57 ist konstant — P(z) konstant 4

23.5 Logarithmus, Schnitte, Riemann-Blitter

Z an(z — 20)"
d a,z"t1

— —1:a,2" = ——=
n# n? dz n+1

/ dz 114 Y2l
— =“logz
z

— der Koeefizient a_; ist speziell, heisst Residuum — siehe Kapitel 4

Logarithmus:
ez+27rin — €Z ne N

— Umkehrfunktion nicht eindeutig

(23.83)

R und —— ebenfalls beschriinkt fiir |z| < R, da

(23.84)

(23.85)

Bisher: holomorphe Funktionen oder meromorphe Funktion an isolierter Singu-

laritéat (“nulldimensionelle Singularitit”)

Es existieren auch kompliziertere Singulritdten, z.B.: “eindimensionale Singula-

ritat” <> Schnitte
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“Hauptzweig” des komplexen Logarithmus

Betrachte: z =2z 41y, —-nm<y<m
S eF = eel = pel?
p=e">0, J=y(+2mn)

(23.86)

s /
w=e ek _)ry /
X T ) 7x
/ T 1
- / // '// / ’

Vi

Streifen —m < y < 7 wird auf die gesamte komplexe Ebene abgebildet, abgesehen
von dem Schnitt auf der negativen reellen Achse.

Genauso fiir 7 < y < 37 etc.

Definition:  Die komplexe Exponentialfunktion bildet den  Streifen
{z| =7 < Imz < 7} auf die komplexe Ebene mit Schnitt bei {z|Rez < 0,Imz = 0}
ab. Die Inverse dieser Abbildung heisst Hauptzweig des Logarithmus.

J
SN

N — T X

77l g

Fiir z = re, —71 < ¢ <7 gilt
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— logz =logr +ig¢ (23.87)

und d% log z = % (folgt aus Inverse der Exponentialfunktion)

[Bem: Mit “log” ist immer der natiirliche Logarithmus gemeint, sonst log;,. |

Konsequenzen des Schnitts

log z ist unstetig bei z = —z, 0<z € R;
log(—x + i€) — log(—x — i€) = l
=logz + im — (logz — im) 1
= 2m

— Sprung oder Diskontinuitét

Nebenrechnung;:

. 1 ] - e—0 ]
—r4ije=ce og z+i(arctan = +m) €2 elogx-i—mr

. ; =€ _ 1) €0 —i
—r— e = elog:r+z(arctan =) 2 6logz i (2388)

Nebenzweig des Logarithmus mit Bild
Imlog, z € (—m,7) + 21k, ke€Z (23.89)
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Definiere allgemeine Potenzen {iber Logarithmus

at = ezloga’ P ealogz

Beispiele: 1) Wurzelfunktion f(z) = z1/2 = ¢!/2l8=

— ebenfalls Schnitt bei z < 0

V—x+ic——x —ie

61/2(10g T+im) 61/2(log T—4T)

= iz — (—ivT) = 2T

2) Inverse der trigonometrischen /hyperbolischen Funktion:

z.B.:
e? —e*
e +e %

e —1=w(e”+1)

tanh z =

seFl-—w) =1+w

o 1l 1+w
z=—lo
2 gl—w
1 1
— artanh z = — log tz
2 1—2z

Die Funktionalgleichungen

log(ab) = loga + logb

loga” = rloga

gelten fiir den komplexen Logarithmus im Allgemeinen nicht
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Beispiel:
log[(—1 + i€)?] = log(1 — 2ie) + O(*) =0
]

2log(—1 +ie) = 2(log 1 + im) = 2mi

Der Schnitt kann im Prinzip beliebig gewéhlt werden, solange er bei z = 0
startet (denn e* #0 Vz € C)

Der Punkt, an dem der Schnitt beginnt, heisst Verzweigungspunkt
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23.5.1 Riemannblitter

V%, log z sind unstetig auf dem Schnitt, wie kann man das verhindern?

Idee: betrachte zwei komplexe Ebenen

Crund Cy;  (“Blatter”)

die so zusammengefiigt werden, dass \/z beim Ubergang stetig bleibt. Betrachte
die folgende Trajektorie:

| _/

—_

NVr+ie=x auf C;
N —z +ie= iz auf C;
N —x —ie=iVx auf Cyg
=z +ie= —ix auf Cyqg
N —1 —ie = —izT auf C;
NV —ie=+x auf Cy

S Ot e W N

vz bleibt stetig auf dem Schnitt, wenn man auf das zweite “Riemann-Blatt”
wechselt!
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Genauso fiir den Logarithmus:
auf C; (erstes Riemann-Blatt): log(—x £ i€) = logx +im
auf Cyy (zweites Riemann-Blatt): log(—x £ i€) = logx +im + 2mi

auf Cyyy (drittes Riemann-Blatt): log(—x % i€) = logx +im + 4mi

denn log;(—z+i€) = log z+im = log(—z —1e€) etc., und die Logarithmusfunktion
bleibt jeweils beim Ubergang iiber den Schnitt stetig. Im Gegensatz zu +/z
brauchen wir fiir log 2z also unendlich viele Riemann-Blatter. Entsprechent hat
zn genau n Riemann-Blétter.

Beispiel mit 2 Schnitten

f(z)=v22-1

— Verzweigungspunkte bei z = +1

Wo liegt der Schnitt fiir den Hauptzweig des Logarithmus?

f(x & ie) = exp G log [(z +i€)® — 1})

= exp <% [log |2* — 1| £ imsgn(z) 6(1 — ﬁ)])

(1 x>1

+: O<ax<l1
= V]z2 = 1| ¢

Fr —1<xz<0

1 z< -1

\
, i — Schnitt auf [—1, 1]
A ‘ )
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und eine andere mogliche Wahl

[1,00) und (—o0, —1]

— nur die Verzeigungspunkte liegen fest, die Schnitte lassen sich zuriickfithren
auf die Definition des Logarithmus.

23.6 Analytische Fortsetzung

Identitdtssatz: Kennt man eine holomorphe Funktion auf einem Intervall [a, b],
so kennt man sie iiberall.

— Sobald die Singularititen einer Funktion bekannt sind, reicht ein Teil der
reellen Achse, um die Funktion eindeutig im Komplexen zu definieren.

— analytische Fortsetzung

Beweisidee: analytische Fortsetzung durch Potenzreihenentwicklung.

Nicht alle oco-oft reell differenzierbaren Funktionen konnen analytisch fortgesetzt
werden, nur “reell-analytische Funktionen”.

. . exp (— —1_1902) lz| < 1
Gegenbeispiel: Hutfunktion ¢(x) =
0 sonst
— Versuch einer analytischen Fortsetzung fiir |z| > 1 liefert p(z) =0

Problem: wesentliche Singularitit bei 2 = 41. Genauso kann e'/? bei z = 0
niemals durch eine Potenzreihe erzeugt werden.
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Potenzreihen in der Praxis nicht immer die effizienteste Methode der analytischen
Fortsetzung:

1) Funktionalgleichung

2) Integral /Differentialgleichung

3) Rekursionsbeziehungen

Beispiel: Gammafunktion I'(z)

[(z)= [ dit="le™?
— wollen I'(2) als analytische Funktion fortsetzen

t — 0o, Konvergenz klar wegen e*

¢ dt
t—0: / tlfRezfiImz
0

C
_ / L gitmztogt (23.95)
o N7

— absolut konvergent fiir 1 — Rez <1 —

— Integraldarstellung fiir I'(z) giiltig fir Rez > 0, setze analytisch fort fiir
beliebige z

Rekursionsbeziehung:

I'z+1) = / dt et
0 -

_%(tze—t)_;’_ztz—le—t

= —[tFeTF +20(2) = 2T(2) (23.96)

=0 fiir Re2>0
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Fiir Rez < 0 definiere I'(2):

1
F(z):;F(z—i-l) —1<Rez<0

1
= n [(z+2) —2<Rez<0

etc.

— Polstellen bei z =0, —1,—-2,...

aber auf C—{0, —1, —2, ...} definiert dies eine eindeutige analytische Fortsetzung.

wr(=2) = A (3) ar(3) = -ave

al

zeN:I'(n+1)=nl'(n)=n(n—-1)...I'(1) =n!

(1) = / dte™t = —e_t|go =1
0
1 oo N oo 2 oo oo
F(—) = / ﬁe_t = / dx—a:e_””2 = 2/ dre ™ = / dre ™ = NZs
2 o Vi 0 x 0 —o0

R (23.97)

re, 1,70
Qe‘cut‘%wﬂ M%e%(‘c}\o\mrsl\-e“unj I I : g

| |
/ lUl
| |
// | [
| | |
_;‘ 4 o 4 : !

/ = 7%
/ : |
! !
| |
| |
Lo

Spezielle Werte der I'" Funktion:
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23 Resiudensatz und Anwendungen

23.1 Residuensatz

Satz von Cauchy

¢, f(2)dz = 0 fiir holomorphe Funktion f (C geschlossene Kurve in €, einfach
zusammenhéngend)

Residuensatz:

Verallgemeinerung fiir Funktionen mit Singularitdten

Idee: batrachte Laurent-Reihe um Singularitdt zo, mit Konvergenzgebiet
r<lz—z| <R

Dann gilt:

n#—1 N , N ,
=0 2mi
=27 a_; (23.1)
~—
Residuum

C: Im Konvergenzbereich der Laurent-Reihen
*gleichméssige Konvergenz
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Umlaufzahl: bisher implizit angenommen, dass C die Singularitdt einmal und in

positiver Richtung umléuft.

— definiere Umlaufzahl v(2,C) = 5= ¢, -2

T 2w JC z—29

Beispiele:

©

— V(Zo,c> =1 — V(Zo,C) =2

— typischerweise haben fast alle (relevanten) Wege v = +1

Residuensatz

Sei f :  — C holomorph bis auf isolierte Singularitdten bei zq,...,z,, C eine
geschlossene Kurve in Q (einfache zusammenhéngend), die durch keine der
Punkte z; lauft. Dann gilt:

%f(z)dz = 27 i v(zi,C)Res,, f (23.2)
¢ i=1

wobei das Residuum von f am Punkt z; definiert ist als

1
Res,, f = Q_Mjg f(2)dz =a_q mit v(z;,C;) =1 (23.3)
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Beweisskizze: Betrachte zudchst eine Singularitét bei z;. Nach dem Satz von
Cauchy konnen wir die Kontur so verformen, dass nur ein Weg C; um z; iibrig
bleibt. Genauso verfahren wir im allgemeinen Fall:

-0 00

wobei die verbleibenden Integrale um z; nicht von der Wahl des Weges C;
abhéngen und iiber die Residuuen bei z; ausgedriickt werden kénnen:

Fiir Polstelle: wéhle C; = {z||z — 2| = €}e—0 (oder zumindest € klein genug, dass
die Laurent-Reihe konvergiert).

Fiir wesentliche Singularitét: wéhle r < € < R. In beiden Féllen gilt dann:

Res,, f = % ]ﬁ f(z)dz = a_y (23.4)

Beispiele:

dz , 1 1
fém = 27rz(Resif + Res_if) = 2%2(2—2_ — 2—@) =0
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(1
J

wobei:

;- I 1 ey 1 1 1
C1+22 0 (z+i)(z—i) 240 \—2i) 1+ 2

= —2% (z+1) "+ (= ;—Z_i)o + <Z(;;)22>1 (?;:)2)2 . ]
— Res_; = —%
/= ziz’%1+122—j %Resif:%
A
h C(
? 7 fﬁ; : jljzz — 2ri(Res; f—Res_f) = 2m(2%—(—2%)) — o

Berechnung von Residuen in der Praxis

Betrachte eine Funktion der Form f(z) = }’;2’2 (9(2), h(z) holomorph)

(i) einfache Nullstelle bei z = 2
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h(z) = (2= 20)h'(20) +O((z — 20)?) (23.5)

g(z) g(20) + O(z — 20) B 9(20) o
- hz) (2= 20l (20) + O((z = 20)?) (2 — 20)(20) + O(( 0) )

(23.6)
9(z0)
— |Res,, [ = W (z0) (23.7)
Beispiel:
)= g = s hE) =12 () =1, W) =2
el v ooy = 2%, g(z) =1, z) =2z
1 1
— Res; f = % Z_l— %
1 1
R " = — = ——
il =57 2i
(ii) Pol k-ter Ordnung
(2 — 20)¥f(2) hat eine hebbare Singularitit
— f(z) = Z an(z — 20)" = (2 — 2)" Zan k(2 — 20)" (23.8)
n=—k n=0
— wollen n=k—1
dk—l L
R (2 —20)" f(2) = (k—1)la_y (23.9)
1 dkfl N
Res., f I =(2 = 20)"f(2) . (23.10)
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2=20 h/(Zo)
Y W e
k=2 dz( 0) @l
A 9t o) ) + O = 20))
dz (Z . Zo) (h”(zo) + h”’(zo)( _ Zo) + O((z _ ZO)Q) .
-4 {(g(zo) o/ (a)(z — )+ O(= — 20)"))
2 _ =) z—z 2 — 2p)?
X h”(zo) (1 3h”(zo)< 0) + O(( 0) )>:| —
B 92 o) — ol h///(zo)
= e (o) = gt )
_ 69’ (20)h" (20) — 29(z0)h" (20)
3[h"(20)]?
W' (z0)=0 29 (20)
I (23.11)

Fazit: Durch den Residuensatz kénnen Integrale auf Funktionswerte und Ablei-
tungen zuriickgefithrt werden!

23.2 Reelle Integrale

iiber den Residuensatz anschauen

Wir wollen I = [~

oo 1+x2

2% 185 = arctan(2)|X, = § — (=5) = 7]

Fiir die Anwendung des Residuensatzes — finde “richtige” Kontur in der kom-
plexen Ebene
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z = Reid’, ¢ €0, 7]

-é ® % = Rieid’
R T . .
dx iRe™
— + dp————— = 2mi Res; f = 23.12
/R1+ZE2 \/0 ¢1+(Rel¢)21 7”\1/_]1 Q@ ( )
}; 2i

1
R max : :
sel0m] /(1 + R2e%9)(1 + R2e—2i9)

|Ir] < wR max
¢€[0,7]

1+ (Re9)?

1
= 7R max
¢elor] /1 + R + 2R? cos(2¢)

1 TR R—o0
TR = > 0
VIt Ri—2R2  |R*—1

IN

(23.13)

ol R—
Intuitiv: Ig ~ % ~ % 20

Alternativ:

— /°° dz 9 (\—B (_i)zﬂ

Umlaufzahl Residum
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Genauso:

/°° dx oo
oo (a2 + 22)2 9243

— {iberpriife mit dem Residuensatz:

o dx 1 ¥ 1 T
——— = 2miResjy——-—= = 2Ml—— = —
/_OO (a? + x2)2 (a2 + 22)2 dia®  2a?
mit Kontur
I a wobei  der  Beitrag
’ ; Q verschwindet:
TR 1 1 Row
~— R4 R3
Lange des Integrationsweges S~~~
x:Rei¢;|Interand|~ﬁ~%
1 d . 1
* Resjy———= = — (v — za)2 = —

(a®> +22)?  dx (x4 ia)*(x —ia)?|,_,

mit doppelter Polstelle bei z = ia
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(23.15)

(23.16)

(23.17)
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23.3 Weitere Beispiele

@

/°° dzx
0 1 -+ .133
— Polstelle bei z = —1

Integrand nicht symmetrisch unter + — —x

— Standard- funktioniert
kontur nicht

Singularitiit 73 = —1 & 2 = (—1)'/3 [z

1

= 2m1 —
¥ %
~——

Residuum bei z=1

(23.20)

1 1 i i
— T = exp (— log(—l)) = exp (g(m + 27rin)> ={es,—1,e" 3} (23.21)

3

-
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/"o dx L ¢d ,  iRe —|—/Od el? , 1
im _— r— = ;
o l+23 Rox ), 1t (Re¥#')3 |

3 1 + 1'3
—_——— —~ v
I E Rovoo I
— QWZL — @67231
32| ix 3
(23.22)
& d . s
II:—/ T 3 e = —e3 . ]
o 14+ (xe)
~——
=x3 631@
—~—
e3iwé1—w=%§
(23.23)
N 1 27 _ 2mi 211 1 “2mi T 2
= ux} — € - 5 us s —7i € = -
1—e% 3 3 (—e5)(eF —e3) SSing 3v3
——
V3
2
(23.24)
* :(e%i - 675‘2”.) — isin ~
3
e %(—6_%) = —e " =41
Q1= [
Singularitéten:
e =0 (23.25)
et =1 (23.26)
1 . :
—a = (ir+2min) = %T + nZ;T (23.27)
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'}]Tl——
=z
i
T
< -R
. ~— g,
1
_ﬁ/—7 —zf— /\(—
~e 5 N
5
_\r
CI
i
4
o T+ x
1 — = 271
L 3 s f -3z
—00 €I+2 +e (@+3) e’ — 3e T %’
zvfiiz h . v d
Z(E +e ) _ % :%E_zﬂ'
eTﬂ- (1736741)
/ 1 72 i LT < dx
— - — —e 4 — _—
1414 8 2 ) et +e 3
—_———

I/

(23.28)

(23.29)

Das neue Integral I’ ist einfacher als I (die Potenz x im Zihler fehlt), also werten

wir die gleiche Kontur nun fiir I’ aus:

I'(144)
7 00 % N
, dx , 1
I' — o = 27 — —
oo U(€% +€e732) e’ — 3e pin
h e s im A !
i et (1—3e*47)—4e 1

/: i Y 2:_ 2
1+i4e7 2(1"‘7,) 4
2".
x i +isi (s 1+
€ = COS — 781N — =
4 4 V2
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(3) Trigonometrische Integrale

2w
dt .
I = / _— la] > 1,2 =¢"
o a-+sint
dz C :
= 2| 55— C : Einheitskreis (23.33)
c 2t + 2z —1
Nullstellen: zo = —i(a + va? — 1)
A A
%
? ?
— fira>1/a< —1tragt z_ / z; bei
— ; _ 4mi _ s
I =2x 271'7,22_"_;27;0‘ e = m = sgn(a) (122_1 (2334)
(4) Oszillierende Integrale
= / >t — nicht absolut konvergent! (23.35)
NS x
Si% ist hebbar bei x = 0! — keine Singularitét
— verforme Kontur so, dass x = 0 vermieden wird.
Dies ist nach dem Satz von Cauchy erlaubt, weil die Singularitdt bei = 0

el _p—iT

24 '

hebbar ist. Als nachstes sschreiben wir sinz =

Damit der Beitrag des

Halbkreises verschwindet, miissen wir fiir den ersten Term die untere Halbebene

wéhlen, fiir den zweiten Term die obere.
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A
> J:\
Z >
/

Kein Beitrag, da die verformte Kontur x = 0 verfehlt.

N

et .

2ix "

62;: Beitrag von Residuum bei z = 0.
Also:
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Genauso:

- 27rz'<_—1)(—1)Res0 = (23.38)
—

Wieder: €** kein Beitrag, e~ Beitrag von Residuum bei z = 0, und ffooo i—”ﬁ =0
fiir beide Konturen.

(5) Gaussintegral

I= / dze ™ =\/r  am einfachsten iiber Polarkoordinaten (23.39)

o0

00 [e's) 2 e’} 1
I? :/ dx/ dy e~ (@) = / ¢/ drre” = 27T< - —)e_TQ
—00 —00 0 0 2

Eine Herleitung iiber den Residuensatz ist wie folgt moglich. Betrachte:

o0 —2z2
/_OO dz g(z) mit g(z) = ﬁ
[ @ zunéchst frei |

— Singularitéten e™2** = —1 — z = Z(1 + 2n)

Strategie wie bei Beispiel (2), aber a kann komplex sein
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o0 00 . oo d }
[ [ oo ) = [ (o)

= —@m (2341)

Nebenrechnungen:

2im

) 2
2 o T2 2 _ 2w sl ! .2 _
eF —e (24+%) — % <1_€ az+a2):e Z(1+e 2az>

o
wéhle a = Vim, denn — e —2zvim = —2az

a

2 2
K s —im
und ea? = ¢ir = ¢ 7 = —1

oo - 2

) 1T = s s

—>[:/ dze * = —e1a? =Viret = /1
—0o0 @ a=V1im

it els — T _iein® — 1=t _ 1 1—i
mit e = cos 7 —isin{ = 5 ﬂ,denn(f

Bei Fouriertransformation:

/ dx e~ @+ L / dze™™ fiir reelles a (23.42)

o0

Haben Ableitung nach a ausgerechnet und gezeigt, dass sie verschwindet.

Begriindung iiber komplexe Analysis: Randterme ~ e~ verschwinden fiir R —

o0o. Deshalb:
/ dze ™ —/ dz e~ (#Hi0)” = (23.43)

o0 o0

281



m
™~

R and¥erme

— komplexe Verschiebung im Integral ist erlaubt!

Ahnlich: Gaussintegral mit komplexen Argument:

~t

00 T ] ; o] in ir \2
/ dze™™ + / dpiRee™ e / dret e (F2) 0 (23.44)
0 0 0 —

N . 9 i .
e~ "* denn e 2 =g

>y
Vv
R—o0
B2 e in (D)

o) . » o0 9
— / dre ™ =e4 / dre ™ (23.45)
0 0
—_— ~ Z
fooo dx cos 2 —i fooo dzx sin 22 :1;\/51' @
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[ee]

/T

1
S~

2v/2

LloiVm VT
Beachte: VA EREN

fooo dx e—am2 — % mit Rea > 0

(e e
dx cos 2° = / dzsin 2 = ~— | Fresnel-Integrale
0

(23.46)

Haben gezeigt: (23.46) folgt als analytische Fortsetzung mit a — € + i, — 0

23.4 Greensche Funktionen

Héaufig die ist die Berechnung der Greensche Funktionen am einfachsten iiber

Fouriertransformation + Residuensatz

Zuriick zum geddmpften harmonischen Oszillator:

G(t) +7G(1) +wpG(t) = 8(t) (%)

Wir hatten gefunden:
1 v, ~2
G(t) = H(t)ﬁe 2 8in(Qt), Q=1/wi ——

mit Randbedingungen G(0%) = 0, G(0%) =1

Losung iiber Fouriertransformation:

G(t) = /OO Z—:eiwté(w)
Glw) = /OO dt e ™' G(t)

FT(x) / d—wei‘“t[(iw)Z + viw +w3]é(w) _ /

oo 2T
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—0o0

> dw
—e

2

iwt

(23.47)

(23.48)

(23.49)

(23.50)

(23.51)



— Berechnung iiber Residuensatz

Singularitéten:

oder als

= 5 @ (2)

1wt

Integral iiber Halbkreis soll nicht beitragen — e

1) t>0— (1),e B fir w =iR, R — o0

2) t<0—(2),e M firw=—iR R — oo

— G(t)=0firt<o0
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Schliessen Kontur entweder als

¥ Q(ﬂ

(23.52)

(23.53)

(23.54)

(23.55)

(23.56)



9(t> eiwt

G(t) = —2mi Res,,
®) 2 mzij es T —w? +iw
0 e e O(t)~e% sin(Qt)  (23.57
i g + ) —fge ¥ @) @357)
mit
67Lw+t eiw_t - eth e—iQt - i
=e 2 =e 2| — < )sin(Qt
P v 2<—29Jr 29) ¢ 2( Q)Sm( )
Nebenrechnung;:

ezwt _ ezt(R cos ¢+ Risin ¢

_ ez’tR cos ¢ 6—Rt sin ¢
——

~e R R—oco

solange tsin(¢) > 0
t>0—sing >0 — ¢ € [0, 7] — obere Halbebene

t<0—sing <0— ¢ € [, 21] — untere Halbebene (23.58)

Allgemein ist FT+4 Residuensatz eine gute Strategie fiir Greensche Funktionen

AG(Z) = 69(2) = G(k) = —= (23.59)

mit:
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1 1 oo 1
= —(27T)327r/ dz/ dk k‘QﬁeZk” r=|Z|;z = cosf
-1 Jo
00 ikr

1 _ —tkr
S / ai =
(2m)2 J, ikr

k o g
2 ! / dxsmx x:kr;d—xzr;dk:d—x
0

om?r x dk r
1 1
= — = — 23.60
4y 47 |2 ( )
mit
gibr—e _ 2sin(kr)
ikr  kr
/ A2t =T (iiber Residuensatz)
0 x 2
G(F) = —— (23.61)
Y T A '
23.5 Gamma- und Zeta-Funktionen
Integraldarstellungen
[(z) = / dtt*"le™®  Rez>0 (23.62)
0
C(2) = —— /OO i Ress1 (23.63)
S T(2) J, e—1 '

Analytische Fortsetzungen iiber I'(z + 1) = 2I'(z) und
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zf%F 1—2
() =1 — )T (23.64)
I'(3)
— leite dies her unter Anwendung des Residuensatzes
T
r)ra—-z) = 23.65
D |rEra -2 = oo (25.65)
Leite her fiir —1 < 2z < 1, dann setze analytisch fort
Fl4+2)Ir'1—-2 = / ds sze_S/ dtt e (23.66)
0 0
[e’e] [e’e] z <8 + t>
- / ds/ dt( s ) e ¥ (23.67)
0 0 t
—~—
/ood “/Ood v (23.68)
= uue V——— .
Jo Jo (1+v)?
r2)=1 1(2)
mit Jacobi-Determinante
ou Ju 2
gu o 11 1 s u (1+v)
v v s
i A e B A u
Berechnung von I(z): iiber Residuensatz:
Singulariiten: doppelte Polstelle bei v = —1 und Schnitt in v, wegen v* = 18

Fiir die Standardwahl des Schnitts auf (—oo, 0] wiirden Polstelle und der Schnitt
tiberlappen — wéhle Schnitt fir v € [0, 00)

e v? < (v —i€)? , v?
dv——= — —— =2 _ 23.
/0 v(l Y /0 TEE miRes_4 TEE (23.70)
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W

Nebenrechnungen:
z

(v +i€)* = exp(zlog(v +i€)) = v
—_————

logv

(v —i€)® = exp (zlog(v — ie))
—_————
log v+27i
= v e27riz

— relevant fiir z¢7Z

z

— I(2)(1 — ™) = 2miRes_; ; Y

d v*
= 2mi—(1 o
mdv< +v) v or|_ .
= 271i-z-0*7 ! ,
v=—1=e'T
= —2mize'™ (23.71)
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Tz

2mize Tz

I(z)= 2 — 23.72
= 1(z) ez — 1  sin(wz) ( )
1 7=z s

') I'(1l—2) = - = 23.73
~ \(,Z.)/ (1-2) zsin(rz)  sin(mwz) ( )
I'(z+41)

Konsequenz fiir z = 3:

{F(%)} RN r(%) — /_OO dre™™ = /x (23.74)

o0

— weitere Herleitung des Gaussintegrals

(23.75)

b /f N\ A
. VARV A A s L L LN
Wir betrachten folgende Kontur C ¢ 77 7 7 7 7 77 ?

_/ B

8

die wir fir die Funktion f(t) = %% auswerten werden. Der Schnitt wird
wieder auf der positiven reellen Achse gewéhlt. Die verschiedenen Beitréige sind:
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I = Ie=I,+1Ig+ Ip (23.76)
—~—

e—0

—0
Iy = — /6dt AN (23.77)
4T T L e : '
t2—1eg2mi(2—1)
(t —ie)*
1 At —1e)*” ,
T - N ) 2wz 23,
B e dt o e ((z) (23.78)
I = Io= (e —1)((2) (23.79)

Warum wihlen wir diese Kontur?

1) Das Zwischenergebnis fiir I ist niitzlich fiir z ¢ Z, und am Ende wird wieder
analytisch fortgesetzt

2) Die Integraldarstellung ist giiltig Re z > 1 — durch die Verformung D umge-
hen wir die Singularitit bei z =0

3) Singularitéit bei ef — 1 = 0 — ¢t = +£27 — das Ergebnis fiir I bleibt un-
verdndert, solange der Radius des Wegstiickes D kleiner ist als 27

Néchster Schritt: verforme D iiber diese Singularitdten hinweg, mit Radius

R —
— Residuen bei ¢ = +2mn miissen kompensiert werden

Dabei: betrachte (am Ende wieder analytisch fortsetzen)

Fiir z < 0 verschwindet das Integral bei oo, also I¢ + 277 Y ;.. = 0, und somit:

Ie = (™ —1)((2) = —2mi i(Resgm-nf + Res_aninf) (23.80)

n=1

Die Residuen sind:

1 tz—l
[(z) e

Res:l:?m'nf =

1 % z—1
_ L) (Gmmel)™ (23.81)
t—tomin  L(2) | (2mne™)
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denn:

(23.83)
fiir den Schnitt auf der reellen Achse. _ ‘
[Fiir den Standardfall hitten wir sonst: +i = e2; —i = e~ 2 | Es folgt:
. 2 > mi(z—1 ri(z—1
(2 _1)C(z) = ) Z 1 (27)- 1<6 Gon | it >>
=1’
2 7r7,z iz
— (1- z)( s ( S eT) (23.84)
['(z)
mit:
o 1 o .
Z p—— C(1—2) wegen ((z) = Zn (23.85)
n=1 n=1
Somit:
(27)7 T — e 2" (2m)T(1 — 2)
() = ¢(1—2) S-S (23.86)
F(Z) emiz e—miz F(i)r(l _ 5)
mit:
e —e P sin(f)  T(:)I(1-2) (23.87)
ez —e = sin(rz)  T(5)C(1—3)

Die Herleitung erfolgte fiir z < 0, aber das Ergebnis kann jetzt wieder fiir beliebige
z erweitert werden (durch analytische Fortsetzung).

@ |TE+1r(z+ %) ;/;r(z 4 1) (23.88)

Fir z — —% erhalt man daraus

F<1—f)r<1_z) VL (23.89)

2 2 27

291



und somit

N e (N
((z) = <1 )ﬁF(é)F(l—é) (23.90)
_ <;(1_z)”'z;¥)2z) (23.91)

Die Herleitung von (3) kann iiber reelle Methode erfolgen (siehe Ubungen).

Die analytische Fortsetzung iiber (23.91) definiert ((z) auch fiir Re z < 1, insbe-
sondere findet man die “trivialen Nullstellen” bei z = —2, —4, . ..

23.6 Auswertung von Summen iiber den Residuensatz

Nutze aus, dass wir fiir die Funktion cot(7z) die Residuen bei den einfachen Polen
bei z =n € Z kennen:

Res,_,mcot(mz) = Reszznﬂc,os(—ﬂz) = lim m =1 (23.92)
sin(rz)  z—n sin(mwz)’

Betrachte Kontur Cy (Cy: Kreis mit Radius N + % um z = 0)
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Betrachte:

Iy = 7{ dzf(z)mcot(mz)

Cn

N
= 2m Z f(n) + 2mi Z(Residuen von f(z)mcot(mz)
n=—N j

J

bei moglichen Singularitéten z; von f)

Zj ¢ 7z
(23.93)
mit: Res,_,mcot(rz) =1
Falls |z||f(z)] — 0 fur |z]| — oc:
J&im |In| < max|f(z)|27]|2|O(1) — 0 (23.94)
—00
Denn:
‘eiwz + e—iﬂz
t = lt—
co (7TZ) eimz _ p—imz
'eiﬂ'Re ze—wImz + e—inezewImz
- Zeineze—ﬂ'Imz — e~ imRezpmlmz (2395)
Rez = Rcos¢ R — o (23.96)
1
Imz = Rsin¢ (aber R =N + 5) (23.97)
- eﬂRsinqb '
¢ S [O,Tf] : COt(TFZ) ~ ZW = —1 (2398)
.e—TrRsinqﬁ ‘
¢ S [7T, 27T] : COt(ﬂ'Z) ~ Zm =1 (2399)
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Da R N +

™

Fir N — oo

1
2

ist die potentielle Weghebung im Nenner irrelevant und
cot(mz) ~ O(1), somit hat man fir |z||f(z)] — 0 auch |Iy| — 0

(23.100)

Beispiel:
S
1
— 25 + -
a

1 1
-3
o e n2 + a2
nh—H)lo n2 + a2 -0
t t
(R e )
a 22+ a
[ mcot(rz) 7 cot(mz)
B 22 z=1ia 22 z=—1a
() m(=t)coth(ma)  m(+i)coth(ma)
N 2ia —2ia
_ mcoth(ra)
B a
= 1 7 coth(ma) 1
— S = = - —
; n? + a? 2a 2a?
cot(iz) = iu = —icothzx
e—CE _ 61’

coth(—z) = — cothz
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Analytische Fortsetzung zu a = 0:

ma coth(mwa) — 1

lim S = lim
a—0 a—0 2a?
1+%(7ra)2+0(a4)
. 7ra+%(7ra,)3+0(a5)
= lim '
a—0 2a?

Ta -1

2
1+ 79”1 0(a%)
Ta 2
. 1470710t
= lim
a—0 2&2

Ahnliche Formeln fiir 7 tan(7z) etc.

(23.102)

23.7 Schwarzsches Spiegelungsprinzip und Dispersionsre-

lationen

Schwarzsches Spiegelungsprinzip:

Sei f(z) holomorph in einer Region, die einem Teil der reellen Achse umfasst,

und reell wenn z reell, dann gilt:

[ (2) = f(z7)

(23.103)

Beweis: Sei xg ein Punkt auf der reellen Achse innerhalb des Bereichs, in dem

f(2) holomorph ist:

o ™) (g
£2) = 30z - gy T
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N/

f(2) ist reell fiir z reell — f™(xq) reell [ betrachte Grenzwert auf der reellen
Achse ]

= [*(2) =Y (2" — xp) =) (23.105)
n=0
Die allgemeine Aussage folgt iiber analytische Fortsetzung O

Argumentation wie bei Iden-
% titdtssatz

Dispersionsrelation:

Sei f(z) holomorph mit Ausnahme eines Schnittes auf der reellen Achse
I = [zg,00), also reell auf R [
Ausserdem gelte |f(z)| — 0 fiir 2| — o0

Dann gilt fiir 2o ¢ I:
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f<zo>=i/mdxf(”"e)‘f“”‘i@ _!

271

Im f(x)

T — 29

/ dx
zo

(23.106)

T — 2 T

wobei f(z) = lime_o f(x + i€)

Beweis:

A C
2
\:

Satz von Cauchy:

= % x:def(eri?_—i(x—ie)
denn:
/ - SCmaX|Z|%mO

Schwarzsches Spiegelungsprinzip:

f(x —ie) = f((z +i€)")
— f(z +ie) — f(x — i€)

— f(20)

Insbesondere fiir z5 € R:

f(20)

(f(z + i€)"
Re f(z + i€) +ilm f(x + ie) — [Re f(x + i€) — ilm f(z + i€)]
2ilm f(z + ie) = 2ilm f(z)

1 /> Imf()
- ;/wo dr— s (23.107)
0
Fz0 + i€) = l/oo PTG
T Jao T — 29 — L€
%P/xo dm% + ilm f(20)0(z0 — o)
Re f(20) + ilm f(20)0(2z0 — o) (23.108)
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— |Re f(20) = %P/malar;M

T — 2o

(23.109)

— Re f(z0) kann alleine aus dem Imaginérteil entlang des Schnitts rekonstruiert

werden.

Beispiel

—>Sdmﬁtbd{—1JjnﬁtthOQ)::%<Q0&—%k)—6&(z—id)

— QO(Z)

Qo(2)

1 /1 1
_/(mkﬁﬁﬁzl/’w !
I T —z 2/, z—=x

S +0(5) 2 1Qf=) =0

fir |z| — oo
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e (1430 0(2)] - Busi+2 o

(23.110)

_r
2

2] =3:+0(3)



Warum Dispersionsrelation?
Optik — Dispersion

Brechungsindex n(w) = %

n(w) wird komplex, wenn das Medium leitfdhig ist — “Absorption’

)

— Kramers—Kronig Relation

Refn’(w) ~ 1] = ~P / N dww%
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ANHANG
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G Die /-Funktion

Wie im ganzen Skript bedeutet das
Integralzeichen ohne Grenzen eine
Integration von —oo bis 4oo.

G.1 Elementare Definition

In Abschnitt 22.2 haben wir - als provisorische Definition - die §-Funktion als
Grenzwert einer Folge von Funktionen 6,(x) (n — oo) mit folgenden Eigenschaf-
ten eingefiihrt:

/dx dp(x) = 1 (G.1)
dp(x) = 0 ausserhalb [0,7,]; 7, —0 (n— 00).

Die zweite Eigenschaft kann abgeschwicht werden (siehe folgender Abschnitt).
Symbolisch schreiben wir fiir (G.1)

/ dr §(z)=1. (G.2)

d(z — 2’) bedeutet (fiir einen festen Wert ') die 6-Funktion, deren Singularitét
an der Stelle x = 2’ liegt.

G.2 Distributionen

Die Grundidee des Rechnens mit der J-Funktion und verwandten Objekten ist
bemerkenswert einfach.

e Man betrachtet die Menge S von Funktionen g : R — C, die beliebig oft
differenzierbar sind und im Unendlichen rascher als jede Potenz abfallen.
Beispiele:

2 7 42
gi(z) =e ;m(@zme €8 (G.3)

e Als néchstes untersucht man Abbildungen der Menge S in die komplexen
Zahlen. Diese Abbildungen sollen linear sein:

flagr + Bge] = af[gi] +Bflge]: g €S (G.4)
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Beispiele: Sei g € S. Abbildungen mit den erwéhnten Eigenschaften sind z.B.

filg] = 9(0), (G.5)
folgl = g(x0), (G.6)
falg) = /0 dxg(x). (G.7)

In Worten: Die Abbildung f; ordnet jeder Funktion g ihren Wert an der Stelle
x = 0 zu. Die Abbildung f; ordnet jeder Funktion ¢ das Integral fooo dxg(x) zu,
etc. (Die eckige Klammer bezeichnet das Argument der Abbildung.)

Die Abbildungen & — C heissen Distributionen. Die d-Funktion ist ein Beispiel
einer Distribution. Es gilt der folgende wichtige

Satz: Sei f eine Distribution. Dann gibt es eine Folge f,, von unendlich oft dif-
ferenzierbaren Funktionen mit der Eigenschaft, dass die Abbildung f[g] erhalten
werden kann als Grenzwert einer Folge von Integralen:

flg] = lim [ dxf,(z)g9(z), Vg €S. (G.8)

n—oo

Wir illustrieren diesen Sachverhalt mit zwei Beispielen von Folgen ¢, mit der
Eigenschaft, dass die Grenzwerte (G.8) die Distribution (G.5) reproduzieren.

Beispiel 1:

On(z) = N et (G.9)

Der Vorfaktor ist so gewéhlt, dass [ dz d,,(z) = 1, unabhéngig von n. Fiir n — oo
wird die Funktion beliebig schmal und hoch. Die Giiltigkeit von

filgl = Tim [ dz 6, (2) g(x) = 9(0) (G.10)

n—oo

leuchtet ein, siehe Figur unten. Der Beweis ist einfach: Man macht die Substi-
tution x = t/n im Integral und fithrt dann den limes n — oo im Integranden
aus.

Ubung
Fiihre den Beweis im Detail durch.

302



Beispiel 2:

on(z) = ———2 (G.11)

Wir geben keinen Beweis, dass diese Folge die Eigenschaft (G.10) aufweist; er
wére schwieriger als im vorangehenden Beispiel: 6, (z) geht mit festen Werte von
x fiir n — oo nicht gegen Null. Dass (G.10) trotzdem gilt, liegt (intuitiv) an
den beliebig schnellen Oszillationen, so dass sich in jedem festen Intervall [xq, 5],
welches den Wert x = 0 nicht enthélt, die positiven und negativen Beitrdge zum
Integral in der Grenze n — oo aufheben.

Beispiel 2 Beispiel 1

Figuren zu den beiden Beispielen. Fliache unter den Kurven= 1.

links: %Sin(xnx) , n = 60. Mit wachsendem n werden die Oszillationen dichter. Der Haupt-
beitrag zum Integral {iber x stammt von wenigen Oszillationen in der Umgebung von
z=0.

n_ _—x%n2%/2

rechts: T ©

, n = 50. Mit zunehmendem n wird die Funktion héher und schmé-

ler.

Wegen der Eigenschaft (G.8) schreibt man nun symbolisch jede Distribution als Integral.
Zum Beispiel fiir die oben angegebenen Distributionen:

fild = g(0) = / dwd(x)g(z). (G.12)
fald) = glwo) = / dd(x — w0)g(x) (G.13)
fsla] = /Owdxgm: / dz6(z)g(x) (G.14)
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Entsprechend spricht man dann von der d-Funktion §(z — zp) und meint damit die
Distribution (G.13).

G.3 Differentiation von Distributionen

Distributionen sind per Dekret unendlich oft differenzierbar. Dies erreicht man folgen-
dermassen. Sei f(x) differenzierbar. Dann findet man mit partieller Integration

/ def(@)g(e) = fa)g(o) s - / def(2)g(z)

= —/dxf(x)g'(:n) ;i g€S. (G.15)

Hier haben wir benutzt, dass die Funktionen g(x) im Unendlichen rasch abfallen und
deshalb die Randterme bei der partiellen Integration wegfallen. Um dies auf Distribu-
tionen anzuwenden, greifen wir auf den Satz G.8 zuriick, schreiben Distributionen als
Integrale und definieren

/ dzf'(x)g(z) = — / f@)d(@); ges, (G.16)

fiir jede Distribution. In Worten: Die Wirkung der Ableitung einer Distribution erhélt
man, indem man partiell integriert, als sei die Distribution eine gew6hnliche Funktion,
und die Randterme weglésst. Beispiele:

/ dx8 (2)g(x) = — / dz6(2)g (z) = —¢'(0), (G.17)
/ a2t (2)g(z) = - / dz6(z)g (z)

- /0 dag () = —g(@)[F = 9(0) (G.18)
Die Eigenschaft (G.18) wird auch als
% 0(z) =o(x) (G.19)

notiert.

G.4 Weitere Rechenregeln

Die folgenden Regeln lassen sich verstehen, indem man an Stelle der J-Funktion auf
Folgen §,, zuriickgeht und die Grenze n — oo betrachtet. y(z) bezeichne eine beliebige
Funktion aus dem Raum S.
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0(—x) =d(x) (G.20)

Dies bedeutet nicht, dass d,,(z) symmetrisch sein muss, sondern

/ dz §(—z) y(z) = / do 5(2) y(z) = y(0). (G.21)
(Beweis durch Substitution der Integrationsvariablen: s = —x.)

Slaz) = — &(z) (a % 0) (G.22)

Wiederum ist die gleiche Wirkung unter dem Integral gemeint:

/ dz §(az) y(z) = @‘ / dz 5(z) y(@) = - y(0). (G.23)

lal
(Beweis durch Substitution der Integrationsvariablen: s = az ; bei a < 0 die
Vertauschung der Grenzen £o0o beachten).

Die folgende zusétzliche Rechenregel ist leicht zu beweisen:
1

/ dz 0la (x — z1)] y(x) = al y(z1) . (G.24)

Eine Funktion g(z) habe eine einzige Nullstelle: g(x1) = 0. Unter dieser Voraus-
setzung gilt
1

/ da Sg(@)] la) = T o). (G.25)

wobei ¢'(x1) die Ableitung von ¢ in der Nullstelle bezeichnet.

Zum Beweis: zum Resultat tragt nur eine beliebig kleine Umgebung von x; bei.

In dieser ersetzen wir g(z) durch die lineare Funktion ¢'(x1) (z — 1) und wenden
(G.24) an.

Die Verallgemeinerung von (G.25) auf Funktionen g(z) mit beliebig vielen Null-
stellen g(zx) = 0 lautet offensichtlich

1
/ e Sate ) = 3 oy vl (G.26)

o(z) y(z) = &(x) y(0) (G.27)



G.4.1 Beweis der Dgl. (22.32)
Wir haben nun alles beisammen, um zu zeigen, dass die Greenfunktion G(t) die Dgl.
(22.32) erfiillt. Die Greenfunktion hat die Form

G(t) =0(t)h(t), (G.28)
wobei h(t) die homogene Dgl.
h(t) +~vh + w3 h(t) =0; h(0)=0,h(0) =1 (G.29)
erfiillt. Die erste Ableitung lautet

Gt) = 6(t)h(t) +0(t)h(t)

= O(t)h(t) (G.30)

Hier haben wir benutzt, dass d(t)h(t) = 6(¢)h(0) = 0 ist, siehe (G.27). Fiir die zweite
Ableitung finden wir analog

G(t) = 6)h(0) + 6(t)h(t)

= (t)+0(t)h(t). (G.31)
Insgesamt also
G(t) + vG(t) + wo 2G(t) = 6(t), (G.32)

wie behauptet.

G.5 Mehrdimensionale §-Funktionen

Betrachte eine elektrische Ladungsdichte p(#) mit der totalen Ladung ¢

/d3:c p(¥)=q. (G.33)

Man stelle sich vor, die Ladung ¢ sei in einer beliebig kleinen Umgebung eines Punktes
7 konzentriert (Punktladung). Eine solche Ladungsverteilung kann mit §-Funktionen
beschrieben werden:

p(Z) = q §(xy — o)) 6(wy — xh) 6(x3 — %) . (G.34)
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Darin kommt die Konzentration der Ladung auf ein beliebig kleines Gebiet des Raumes
zum Ausdruck, und auch die Normierung auf die Ladung ¢ ist richtig notiert

/dgm p(Z) = /dml /dazg/dxg q8(xy — 2)) §(zy — %) S(z3 —25) = q. (G.35)
Abkiirzend verwendet man das Symbol
SN E — &) = 621 — o) 8(wg — o) O(xs — 25) . (G.36)

Als hauptséchliche Rechenregel gilt

/ e 8O (Z — 7 y(Z) = y(@) . (G.37)

G.6 Diverse Anmerkungen

In den physikalischen Anwendungen kommt die -Funktion letztlich immer unter einer
Integration vor. Wir betrachten ein Beispiel aus der Elektrodynamik.

Eine statische elektrische Ladungsverteilung p(Z') erzeugt nach dem Coulombgesetz das

gf)(f) _ /de/ 1 p(f’)

dmey |7 — I

elektrische Potential

(G.38)

(der Beitrag der Ladung im Intervall d®’ am Ort &’ zum Potential am Ort & ist

dgb(f) — d3:L‘/ 1 p(f/) )

dmeo |7 — 7|

Fiir die Ladungsverteilung p,(Z') = ¢ §®) (') wird hieraus

op(T) = / a3’ 4 @) _ a (G.39)

dmey |7 — T dreg |Z|

Aus (G.38) folgt, dass das statische Potential die Differentialgleichung

8o() =~ p(@) (G.40)

erfiillt, wobei A der Laplaceoperator ist. Das Potential (G.39) erfiillt also die Differen-
tialgleichung

A¢y(T) = —%5@@ , oder A (1) = 4760 (7). (G.41)
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Besonders gut brauchbar werden d-Funktionen, sobald man ihre Fourier-Darstellung
beherrscht. Wir notieren noch einmal die §-Folge

1 sin(nx) 1 M i
On = —-—— = — dk """ . 42
(z) T x 27 /n c (G42)
Die letzte Umformung ist elementar. Symbolisch
1 & s
@ =5 [ ke (C.43)

Dies ist die Fourier-Darstellung der §-Funktion. Beachte, dass das Integral als Riemann-
Integral nicht exisitiert.

Ubung

Berechne:

a) f04 dr 6(z —1) b) f04 dr 6(z+1)
¢) [ dz 62z +1) d) [ dz 6(1 — 2x)

Ubung

Berechne:
a) [ dxd(l—a?)e” b) [dxd'(z—1)e ™™
fdxfdyé + )5( —y) h(z,y)
d) [d%6G)(Z - ) e ™

Ubung

Lose die Differentialgleichungen (x1, a sind gegebene Konstanten):
a) ?/( ) =6(z— 1) 5 y(—00) =0

b) y'(x) = 6(z — 1) e” ; y(—00) =0, y'(=00) =0

c) y'(z) = —y(x) + ad(z — 1) ; y(—00) =0, y'(— ):0

d) Gibt es eine symmetrische Losung der Gleichung y”(z) = 6(z) ?

Ubung

r, ¥, ¢ bezeichnen Kugelkoordinaten. Kommentiere die Ladungsverteilung p(r, 9, ) =
ad(r —r1). a und r; sind gegebene Konstanten. Totale Ladung ? (Elektrisches Feld 7
Potential ?)
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