Mechanik 11 Serie 4

Lagrangeformalismus Losungen

1. Eine Perle gleitet reibungsfrei und ohne angewandten Kréfte auf einem Stab, der
mit einem Ende im Ursprung fixiert ist und sich in der xy-Ebene mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit dreht.

(a) Stelle die Bewegungsgleichung mithilfe der Lagrange-Gleichungen erster Art
auf. Beniitze dazu Zylinderkoordinaten. Lose die Bewegungsgleichung und be-
stimme die Zwangskraft. Ist die Energie erhalten?

Losung: Bezeichne ¢(t) den Polarwinkel, so, dass die Trajektorie der Perle
beschrieben werden kann durch

I(t) = | r(t)sin(p(t)) | - (1)

Wir haben hier direkt einen Koordinatenwechsel von {x,y, z} — {r, ¢, 2}
gemacht. Zunéchst formulieren wir die Zwangsbedingungen

gu(r(t), (1), 2(t), 1) = p(t) —wt =0, (2)

g2(r(t), (1), 2(t), ) = =2(t) = 0. (3)

Bei Betrachtung der Lagrange-Gleichungen erster Art fiir zwei Zwangsbe-
dingungen

mi = F + MV (Z,t) + AV (T, 1) (4)

sehen wir, dass die Gleichung auf kartesische Koordinaten ausgerichtet ist.
Wir schreiben also # und V in Zylinderkoordinaten um. Die Einheitsvek-
toren fiir Zylinderkoordinaten lassen sich berechnen anhand der Gleichung

(1), so, dass
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Man sieht direkt, dass man ¥ schreiben kann als ¥ = re,. + zé,. Durch
sorgfiltiges Ableiten erhilt man

T = FE, + 27E, + ré, + 3¢, (8)

= (i = r@*)e + (& + 27p)é, + €. . (9)




Der Nabla-Operator in Zylinderkoordinaten ist gegeben durch (ohne Be-
weis)
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Einsetzen in die Lagrange-Gleichungen ergibt

1
m[(i — r$®)e, + (§ + 2rp)e, + 2€.] = M= + Ao (12)
und durch Projizieren auf die jeweiligen Einheitsvektoren erhalten wir drei
Gleichungen
m(i —r(p)*) =0, (13)
e oy A
m(p+29) = =, (14)

Durch zweimaliges Ableiten der Zwangsbedingungen ¢; = 0, go = 0, er-
halten wir ¢ = Z = 0, also zwei Gleichungen, welche wir direkt mit
den vorherigen Gleichungen verrechnen kénnen, um damit die Lagrange-
Multiplikatoren zu elimieren. Wir erhalten \; = 2mr7p und Ay = 0. Die
Gleichung, welche noch zu l6sen ist, lautet entsprechend

i—r? =i —rw?=0. (16)
Die Losung dieser Differential-Gleichung ist wohlbekannt und lautet
r(t) = Ae*" + Be™". (17)
Die Zwangskraft ist gegeben durch
7 = MV + A Vge = 2mrwe,. (18)

Fiir die Energieerhaltung berechnen wir

d_ d m d o
EE dt(T V)_EE(T +1r29?) = 2mrrw? # 0. (19)

Wir sehen, dass die Energie nicht erhalten ist!

(b) Verwende nun die Lagrange-Gleichungen zweiter Art, um die Bewegungsgleich-
ung aufzustellen. Wie steht es um die Energieerhaltung?

Losung: Wir starten mit der allgemeinsten Lagrangefunktion in Zylinder-




koordinaten

L= +1%" +2), (20)
wobei wir direkt, der Aufgabenstellung entsprechend, V' = 0 gesetzt haben.
Da wir bereits die Zwangsbedingungen kennen, kénnen wir ¢ = wund 2 =0
setzen. Die Bewegungsgleichung, welche sich anhand der Euler-Lagrange-
Gleichungen ergibt, ist uns bereits aus der vorherigen Aufgabe bekannt,

doL oL
o o (21)
mit = mrw? . (22)

Wie sieht es im Lagrangeformalismus mit der Energieerhaltung aus? Die
Beltrami-Identitat sagt, dass

d d
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i — L) =0, (23)

wobei H die Hamilton-Funktion bezeichnet. Da auch in unserem System
%—f = 0 gilt, ist die Hamiltonfunktion tatsédchlich eine erhaltene Grosse.
Wenn man die Hamiltonfunktion mit der Energie identifiziert, konnte man
meinen, dass die Energie erhalten ist, ein klarer Widerspruch zum Resul-
tat aus der vorherigen Aufgabe. In der Tat, darf man hier die Hamilton-
funktion nicht mit der Energie identifizieren, der Grund liegt in der nicht-

skleronomen Zwangsbedingung

g1(p) = ¢ —wt =0, (24)

welche eine zeitabhéngige Koordinatentransformation erfordert. Anwenden
der Koordinatentransformation {x,y, 2z} — {r, ¢, 2z}, fithrt auf

L=T(r,r o ¢ z 1), (25)

was in diesem Fall gerade der Gesamtenergie des Systems entspricht (man
erinnere sich daran, dass V = 0). Die Berechnung der Hamiltonfunktion
ergibt Zusatzterme aufgrund des Koordinatenwechsels, so dass

H#T(r, 70,0, 2,2, t). (26)

Wir sehen also, dass man die Nicht-Erhaltung der Energie aus der klassi-
schen Betrachtung herleiten muss.

2. Eine Punktmasse m; ist durch zwei gleiche Federn mit Federkonstanten k /2 zwischen
zwei Winden eingespannt und kann sich nur horizontal in z-Richtung entlang der
Federn bewegen. Eine zweite Punktmasse msy ist mit einem masselosen Faden der
Lange ¢ an m; befestigt und bewegt sich nur in der zz-Ebene unter dem Einfluss
der homogenen Gravitationskraft ms g in z-Richtung.



(a) Wéhle geeignete verallgemeinerte Koordinaten und stelle die Lagrangefunktion
auf.

Losung: Wir haben zwei verschiedene Massenpunkte, welche wir mit kar-

tesischen Koordinaten #; = (:)31) und 7y = <§2> kennzeichnen. Wir
2

Y1
wahlen das Koordinatensystem so, dass die Punktmasse m; im Gleich-

gewicht gerade im Koordinatenursprung bei x; = y; = 0 liegt. Nun kon-
nen wir bereits die Zwangsbedingungen angeben: Da die die erste Punkt-
masse nur eine horizontale Bewegung ausfithren kann, gilt g, (Z,7s) =
y1(t) = 0, und da der Abstand zwischen #; und Zs konstant [ ist, gilt
92(¥1,72) = |T1 — ¥5| — 1 = 0. Eine horizontale Auslenkung der Punktmasse
my kann parametrisiert werden mit Hilfe einer verallgemeinerten Koordi-
nate x; = 21(q) = ¢ und wir kénnen direkt y; = 0 setzen. Die Punktmasse
ms beschreibt ein verschobenes Pendel, auf welches die Gewichtskraft wirkt,
entsprechend fithren wir die verallgemeinerte Koordinate ¢ ein. Die Koor-
dinaten 77 und Z5 ausgedriickt in verallgemeinerten Koordinaten sind dann
gegeben durch

Ti(q, ) = (g) : Ba(q, ) = (qjl izls?g;)) : (27)

Das gesamte Potential kann ebenfalls mit Hilfe dieser verallgemeinerten
Koordinaten ausgdriickt werden, unter Verwendung der Tatsache, dass das
Potentiel einer Feder mit Federkonstante D gegeben ist durch V' = %DmQ.
Das Potential lautet nun (mit D = k/2)

1.k

Vg, @) = mag(—lcos(p)) + 5(5 )

() + 5 (3)(~0)* = ~magl cos(i) + 5

(28)
Der komplette Lagrangian ist damit gegeben durch

1 - :
L= §m1f% + §m2f§ -V
mi +msy . m : o i
= 0t 5 (P97 4 2 cos(p)) + magleos(p) = 5a°. (29)

(b) Leite die Bewegungsgleichungen her.

Lésung: Wir haben nun zwei Euler-Lagrange-Gleichungen fiir zwei verall-
gemeinerte Koordinaten, namlich

=S und = _-=Z==0, (30)




welche auf die Bewegungsgleichungen

(m1 4+ ma)d + mal cos(p) — mal(¢)?sin(p) + kg = 0, (31)
Mol P + malj cos(p) + magl sin(p) = 0 (32)

fiihren.

(c) Zeige, dass das System fiir kleine Auslenkungen dquivalent zu einem normalen
Pendel mit Lange ¢ ist, und bestimme ¢.

Losung: Wir betrachten fiir kleine Auslenkungen

2
cos(ip) ~ 1 - =, sin(p) ~ o, (33)

unser Lagrangian aus (29) ergibt somit
mi+msg ., Mo 9 .. ©* ©? k
SRR YR AGp(1— 2 (1-2)-%
L 5 q+2((90)+ qsO( 5 ) ) T mag 5 )~ 54
1 . : .
~3 <(m1 +ma)g* +ma(19)? + 2mag(lp) — m2%(l¢)2 - kq2> + magl
(34)

wo wir in der zweiten Zeile einen Term der Ordnung (p¢? vernachlissigt
haben. Somit linearisiert der Lagrangian und wir kénnen ihn schreiben als

1 2

L= 5 Z (sz&é} - Vz’j&fj) +C (35)

i,7=1
mit & = q, & = lp sowie
. mq =+ mo Mo - ]{? 0 o
M;; = < - mz), Vij = (O mz%), C' = magl (36)

Da C' nur eine Konstante ist und die Bewegungsgleichungen nicht dndert,
konnen wir sie auch weglassen. Ausrechnen der Euler-Lagrange-Gleichung
(oder einsetzen der Kleinwinkelniherung mit ¢? $%p ~ 0 in (31) und (32))

fihrt auf
. My s k
+ =0, 37
51 mq -+ mo 2 mq -+ mgfl ( )
G+E+TER=0, (38)

Wobei es sich um zwei gekoppelte harmonische Oszillatoren handelt. Wir
betrachten den Ansatz & = A;e™!, mit gemeinsamer Frequenz w und un-
tersuchen so den Fall wo das System wie ein einzelnes Pendel mit einer
gemeinsamen Frequenz schwingt. Wir erhalten

kAl — w2(A1(m1 + mg) + A2m2> = 0, (39)

%AQ — (,UZ(Al + Ag) =




Wir sehen, dass es sich hierbei um ein lineares Gleichungssystem in A; und
As handelt, was wir schreiben kénnen als

(k —wom +ms) ;w2m2) (2) _0 (41)

—W 1 —w2

Fiir Ay, As # 0 muss somit die Determinante der Matrix verschwinden und
wir erhalten

—L«.}2 % _ WQ

= (k — w?(ma + m2)) (% _ w2) — Pmg(—w?)

R <_M _ k) L (42)

— 2 2
O:det(k w?(my + my) wmQ)

l

Losen der quadratischen Gleichung fiir w? liefert

kl 4 g(my 4 my) £ v/g2(m1 4+ ma)? + 2gkl(my — my) + k212
2mll ’

(43)

2 _
Wy =

Also zwei mogliche gemeinsame Frequenzen.
Wenn wir den Sonderfall m; = my = m und kl = 2gm betrachten, erhalten
wir, wie bereits beim normalen Doppelpendel gesehen,

we =(24 \/5)% (44)

wobei die beiden Schwingsysteme bei w_ synchron und bei w, asynchron
schwingen.

3. Ein homogenes Seil der Linge L mit linearer Massendichte p liegt zur Hilfte auf
einem Tisch, die andere Hélfte hingt iiber die Tischkante. Zum Zeitpunkt t = 0
wird das Seil losgelassen, worauf es reibungsfrei vom Tisch gleitet.

(a) Bestimme die Lagrangefunktion und leite die Bewgungsgleichung her.

Loésung: Wir wihlen unser Koordinatensystem so, dass die xy-Ebene mit
der Tischoberfliche zusammenfillt, und wahlen eine aufwérts zeigende z-
Achse. Die z-Koordinate bezeichne das Ende des Seils, welches nicht mehr
auf der Tischkante liegt und der Schwerkraft ausgesetzt ist. Die Kraft, wel-
che auf einen iiberhingenden Seilabschnitt wirkt, ist gegeben durch —pugz.
Fiir das Potential gilt entsprechend

2 Y

Vi) = — / () = 1 (45)




so, dass die komplette Lagrangefunktion geschrieben werden kann als

2
£:%z2+“922 . (46)

(b) Bestimme die Losung fiir die obigen Anfangsbedingungen.

Loésung: Die entsprechende Bewegungsgleichung lautet, unter Verwendung
von m = pl,

= %z (47)

Die allgemeine Losung ist gegeben durch
2(t) = AeVit 4 Be_\/%t, (48)

Einsetzen der Randbedingungen z(0) = £, 2(0) = 0 ergibt

A(t) = gcosh(\/%t). (49)

4. In der Vorlesung wurde angegeben, dass die kinetische Energie T'(¢q,t) in verallge-

meinerten Koordinaten ¢ = (¢4, ..., qy) die Form
f f
ik=1 k=1

hat. Leite einen Ausdruck fiir die Koeffizienten a;x(q,t), bx(q,t) und c(q,t) her,
ausgehend von der kinetischen Energie

3N
m
T(i)=Y —-i} 50
in kartesischen Koordinaten und den Beziehungen z,(q,t) = z,(q1, ..., ¢z, t). Leite

dazu zunéchst einen Ausdruck fiir die Geschwindigkeit ,(q, ¢, t) her und setze diesen
in (50) ein. Unter welchen Umsténden verschwindet der Koeffizient ¢(q,t)?

Losung: Betrachte ein System mit N Massenpunkten, f Freiheitsgraden und
verallgemeinerten Koordinaten ¢g. Dann ist

Ty = Tp(qe, 1), n=12,...,3N, k=1,2,...,f,
 Koa, | Oy
T, = )

agr T "o

k=1




Einsetzen in (50) fithrt dann zur gewiinschten Form mit Koeffizienten

- t)_gzjvz%@mn@xn b(qt)_in:%@wnaxn
wA £~ 2 0Oqy, 0g;’ e £~ 2 Og, Ot

o [0z
c(g,t) = — | ==
o= %5 (%)
Es ist einfach zu sehen, dass der Koeffizient ¢(q, t) verschwindet, wenn die karte-
sischen Koordinaten ausgedriickt durch die verallgemeinerten Koordinaten nicht

explizit von der Zeit abhéngen, z,(qx,t) = x,(qx). In diesem Fall verschwinden
auch die Koeffizienten by (q,t) und die kinetische Energie hat die einfache Form

/
= Z air(q) Gi G (wenn Oz, /0t = 0).

i,k=q

5. Koordinatenwechsel. Beim Aufstellen der Lagrangefunktion fiihrt man verallgemei-
nerte Koordinaten ¢; (i = 1,..., f) ein. Die Wahl dieser Koordinaten ist nicht ein-
deutig. Betrachte einen Koordinatenwechsel zu neuen Koordinaten Q; (1 =1,..., f):

¢ =aq(Q1,...,Qr,1) oder umgekehrt Qi =Qilqr, ..., q5,1).

Nimm die Lagrangefunktion £*(Q, Q, t) und zeige, dass die Euler-Lagrange-Gleichung
in den neuen Koordinaten,

oLt oLt doc
6Q;  0Q; dt Qi -

durch Koordinatenwechsel aus derjenigen fiir die Originalkoordinaten folgt
oL , oL*

=0(=1,..., — =0(k=1,....f).
G =0 f) = 55 =0 f)
Hinweise: Der Koordinatenwechsel und damit auch die Matrix (%; sind invertierbar.

Zeige und verwende, dass 00 _ 9Qi
O, Oqy,

Losung: Zuerst beweisen wir den Hinweis. Dazu muss man sich nur iiberle-
gen, dass die Koordinaten ¢, Funktionen von (J; und ¢ sind, und die zeitliche
Ableitung bilden (wobei wiederum iiber doppelte Indizes summiert wird):

. d Oqy 3% 0qr  Oqy
- i+ — = —r ==
LT anQ 0Q; 0Q;

und aus der Invertierbarkeit folgt dann die Behauptung. Weiter iiberlegen wir
uns, wie die neue Lagrangefunktion £* umgeschrieben werden kann,

90 90,

= LYQ,Q,t) =L <ql(Q,t), L q(Q)), O Oy 4 00 391 Oqy 945 ¢, 4 8qf t) |




Somit

i%_i oL 0q; \ i@ﬁ 8qi+8£8q'i
dtoQ,  dt \9¢;0Q,)  \dtdg; ) 0Qk  Od; OQy
und
0Qr  0¢;0Qkr 04 0Qx
Zusammengesetzt ergibt dies
0Qr  0q;0Qr  9¢; Q) dt0q¢; ) 0Qr — 0¢; OQk
_ 0g; (&C B (i@ﬁ)) _ 0g; E
0Qr \ 9 dt 0g; OQr g
und daraus folgt die Behauptung
oL oL*
— =0 =0.
Oqk 0Qk

L. Rothen, P. Biihlmann, F. Noé&l



