Mechanik I1 Serie H

Symmetrien, erhaltene Grossen und Noether-Theorem Losungen

1. Betrachte ein Teilchen im kugelsymmetrischen Potential U(r), mit r = |7].

(a) Leite die Lagrangefunktion £ in Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) her. (Der Winkel ¢
sei der Winkel in der z-y-Ebene, 6 der Winkel des Ortsvektors zur z-Achse.)

Losung: Die Losung fiir die Lagrangefunktion in Kugelkoordinaten lautet
L(r,76,6,0,0) = T (i +720° + rsin(6)'6*) = U(r).
Man erhalt dieses Resultat entweder durch explizites Ausrechnen von

E:T—U:%(:t2+yz+2'2)—U(T)

wobei
x =1rcos¢sinf

y = rsin¢sinf
2z =rcost
oder einfacher durch das in T. Fliessbach, Kapitel 10, Abschnitt “Krumm-

linige Koordinaten“ beschriebene Verfahren, wobei ausgeniitzt wird, dass
es sich bei Kugelkoordinaten um orthogonale Koordinaten handelt.

(b) Zeige, dass ¢ eine zyklische Koordinate ist und gib die zugehérige Erhaltungs-
grosse an.

Losung: Die Koordinate ¢ ist eine zyklische Koordinate, da die Lagrange-
funktion £ nicht explizit von ihr abhéngt. Thre zugehdrige Erhaltungsgrosse
ist die z-Komponente des Drehimpulses, gegeben durch

8—4 = mr?sin(0)°¢ = I. = const. (1)
99

(c) Leite die Bewegungsgleichungen her.

Losung: Bewegungsgleichung fiir r
% =mr i% =mr
o dtor
% _ m?"é2 o Sin(9)2¢ _ 8%£7’) Lagrange:G;eichung
) . . Lau(r)
= r(6” 0)°¢) — — .
7 = r(0° + sin(0)”p) —




Bewegungsgleichung fiir

8—5.:m7’29., ia—ﬁ.:Qmﬁé—i—mrQé,
00 dt o0
Z_g _ m’/’ngQ COS(Q) SlH(@) Lagrange:Gleichung (2)

0 = r¢? cos() sin(6) — 27 6.

Wenn man das System betrachtet, miissen alle Komponenten des Drehim-
pulses (I o< Z x Z) erhalten sein. Berechnen wir die Zeitableitungen der -
und y-Komponente, unter Voraussetzung dass die z-Komponente erhalten
ist (in 1b gezeigt) erhalten wir

=T sin(e) (r¢* cos(#) sin() — 270 — r6)

dl . L

d_ty = —rcos(¢) (r¢* cos(#) sin(h) — 276 — r6) .

Wir sehen, dass diese durch Gleichung (2) automatisch Null sind und somit
die Drehimpulse in  und y Richtung auch erhalten sind. Die Bewegungs-
gleichung fiir 6 liefert also die Erhaltung des Gesamtdrehimpluses (unter

Voraussetzung von Gleichung (1)).

2. Betrachte zwei Massen m; = my = m, die durch eine Feder miteinander verbunden
sind und sich in der z-y-Ebene bewegen konnen. Wéahle als verallgemeinerte Ko-
ordinaten den Abstand der zwei Massen i = r(cos ¢, sin ¢) und die Schwerpunkts-
koordinate K. Der Betrag der Kraft, welche die Feder ausiibt sei \ﬁ | =kr.

(a) Stelle die Lagrangefunktion auf. Bestimme dazu zunédchst das Potential zur
Kraft F.

Losung: Aus den Gleichungen
|| = kr und F=-VU
kann das Potential U bestimmt werden
1
U = +§]€T2 .

Weiter werden die kartesischen Koordinaten folgendermassen durch die ver-
allgemeinerten Koordinaten ausgedriickt

o (Ry—%Zcos(¢) L (Ri+%cos(¢)
= (ng — %sin(qb)) T2 = (R; + %sin(qﬁ)) ’

Somit erhalten wir die Lagrangefunktion

. ) . 1
L= (xl +oi+as+ys) — U= % <r2¢2 + 7%+ 4(RE + R§)> - §kr2.




(b) Zeige, dass die Schwerpunktskoordinaten R; sowie der Winkel ¢ zyklisch sind
und gib die dazugehorigen erhaltenen Grossen an.

Losung: Die Lagrangefunktion hangt nicht explizit von den Schwerpunkts-
koordinaten R; oder dem Winkel ¢ ab. Somit sind diese Koordinaten zy-
klisch, mit Erhaltungsgrossen

. m o -
Pr, = 2mR;, Dy = 57”2¢7

wobei dies der Erhaltung des Schwerpunkts-Impulses und der z-Komponente
des Drehimpulses entspricht.

(c) Nimm an, dass die verallgemeinerten, erhaltenen Impulse die Werte py = po
und pr, = P; haben, wobei py und P gegeben seien.

Losung: Nun nehmen wir fixe Werte fiir die Impulse an

Dy = Po PR, = b

(d) Gib einen Ausdruck fiir die erhaltene Energie E als Funktion der verallgemei-
nerten Koordinaten an. Eliminiere aus diesem Ausdruck <b und R; mittels der
Erhaltungsgrossen aus Aufgabe (2¢). Die resultierende Gleichung E(7,r) = Ey
ist eine Differenzialgleichung 1. Ordnung fiir 7. (Eine Losung wird nicht ver-
langt.)

Losung: Aus 0L/t = 0 und 0z, /0t = 0 folgt die Erhaltung der Energie

. o 1
E:T+U=%<r2¢2+7‘~2+4(R§+R§))+§kr2:E0.

Einsetzen der Impulse aus c¢) fiithrt zu

P2 P2 2 .2 1
Bt h)  m  mi +§kr2:E0.

=
4m mr? 4

3. Ein Teilchen der Ladung ¢ im homogenen elektrischen Feld Ey kann durch die La-
grangefunktion
beschrieben werden.

(a) Das System (aber nicht £) ist invariant unter Translationen. Was sind die
erhaltenen Grossen?



—

Losung: Betrachte eine infinitesimale Translation 7* = 74 de 4 .... Also
haben wir in der iiblichen Notation
ri — 15 =1+ a;e + O(e?) =1 + ey + O(e?) (3)
t—>t"=t+0 =t + e + O(e?) (4)

also 1); = a; und ¢ = 0. Nun kénnen wir die Anderung in der Wirkung
durch unsere Transformation als totale zeitliche Ableitung schreiben,

dt :E[£+qﬁo'6€]e

dt* d
> [ﬁ(z*,x*,y*,y*,t*) :|
e=0 =

— = d g s _d
=q O'CL—%< EO'Gt> = dtf(r’t>

und erhalten nach dem erweiterten Noethertheorem die folgende Erhal-
tungsgrosse

oL oL
Q:ZW%‘-F <£_W7;i> — f(r,t)
= (mF—qEyt) - a (5)

wo wir ¢; = a; und ¢ = 0 verwendet haben. Dies gilt fiir beliebige d. Ins-
besondere konnen wir daraus ablesen, dass der Impuls m# erhalten ist falls
al EO. In der Richtung parallel zum Feld wird das Teilchen gleichméssig
beschleunigt.

(b) Lose die Euler-Lagrange Gleichungen und verifiziere, dass die Grossen, die un-
ter (a) hergeleitet wurden, in der Tat erhalten sind.

Losung: Einsetzen in die Euler-Lagrange Gleichungen fiihrt auf die einfa-
che Differentialgleichung

7 =
m

mit der Losung
E = -
Ft) = %2 4 Crt+ Gy,
2m

wobei C und C5 Integrationskonstanten sind. Durch einmaliges Ableiten
sieht man leicht, dass somit die Erhaltungsgleichung aus a) erfiillt ist,

m?:qﬁot+m61.

4. Zeige, dass die Wirkung eines Teilchens im Potential U (7) = «/7? invariant ist unter
der Transformation

P = \T, t—t" = \t.



Was ist die zugehorige Erhaltungsgrosse und was ist deren Bedeutung?

Losung: Es ist zu zeigen, dass die Wirkung invariant ist also: S = S*. Aus den
Transformationsgleichungen konnen wir folgende Relationen herleiten,
dr*  dr* dt 1. dt*

Sx _ _ = 2
R T T W g t=A

Nun koénnen wir einfach die Wirkung berechnen und sehen, dass diese invariant
ist,

t m - «Q dt* 1. o
S* = dt* 2 = dt @2
/q (2r F*Q) /tl dt(2/\2r >\2F2>
to a
= dt| =7 - =] =S5.
/tl (27” fQ) o

Um die dazugehorige Erhaltungsgrosse zu berechnen, betrachten wir eine infini-
tesimale Transformation und setzen dazu A = 1 4 e¢. Damit haben wir

™ =r4er ::77+61; = =1y,
t"=t4+2t =t+ep = @=2t.

Die Erhaltungsgrosse @ lésst sich nun einfach mit der folgenden Formel (Noether-
theorem) berechnen (wobei tiber doppelte Indizes summiert wird),

Q—acw (E—gf )gp m7 -7 — E2t = const.,

wobei bentitzt Wurde dass £ nicht explizit von der Zeit abhéngt und somit die

Energie £ = L — 7’Z erhalten ist. Weiter ist aus der Lagrangefunktion auch
klar, dass der Drehlmpuls erhalten ist. Somit ist auch der Betrag des Drehim-
pulses erhalten, L = |L| = m|F]|f]sin(d) = konstant. Einsetzen in die obige

Erhaltungsgrosse liefert dann eine Bewegungsgleichung fiir den Zwischenwinkel
0 zwischen dem Ortsvektor 7" und dem Geschwindigkeitsvektor 7

L
—EQt:Q = Qzarctan (m) .

Weiter kénnen wir auch die Gleichung fiir (¢) durch Umformen und Einsetzen
von L und E erhalten:

tan(6)

2 L? + (Q + 2Et)* + 2ma |
2Em

Aus diesen Gleichungen kénnen wir fiir verschiedene Anfangsszenarien die Be-
wegung des Teilchen iiberlegen:

1.) @ > 0 : Der Winkel verkleinert sich mit der Zeit, das Teilchen bewegt sich
spiralformig nach aussen. Ausser fiir den Spezialfall # = 0, dann ist L =0
und somit bleibt 6 zeitlich konstant Null.




2.) @ < 0 : Das Teilchen fallt erst nach innen bis zur Zeit t = % Dort
springt dann der Winkel von § = —7/2 zu § = + /2. Dieser Sprung wird
verursacht, da sich der Geschwindigkeitsvektor dreht 7 — —7. Das Teilchen
bewegt sich also erst spiralférmig nach innen (gegen den “Potentialberg®)
bis zu einem Radius von rg = (L?+2ma)/(2Em), dann dreht es und fliegt
wieder nach aussen.

5. Betrachte die Lagrangefunktion £ = im 2+ %ngz —V(z—y)).

(a) Zeige, dass L nicht invariant ist unter ¥ — ¥ + v't, ¥ — y + U't, wobei ¥ ein
konstanter Vektor ist. Interpretation dieser Transformation?

Losung: Unter der angegebenen Transformation verdndert sich die La-
grangefunktion folgendermassen:
m .

M .
5*:5f2+?f2_V(|f*—g”“|)
m, Lo o M . Lo
E(:U2+2xv+v2)+7(zf—i—2yv+v2)—V(\x—y\)

m,_ - M, .
=L+ E(zfﬁqt ) + ?(2@7—1— ).
Somit ist sie also nicht invariant. Diese Transformation wird Galilei-Transfor-
mation genannt und beschreibt den Wechsel in ein Bezugssystem, welches
sich geradlinig und gleichférmig zum vorherigen bewegt.

(b) Betrachte eine infinitesimale Transformation ¥ = ed und zeige, dass sich die
Anderung von £ unter der Transformation als totale Zeitableitung einer Funkti-
on der Koordinaten schreiben lasst. Deshalb gilt, trotz (a), ein Erhaltungssatz.
Benutze die Verallgemeinerung des Theorems von Noether um die zugehorige
erhaltene Grésse zu finden.

Losung: Der zusétzliche Term lésst sich als totale zeitliche Ableitung einer
Funktion ausdriicken. Wir betrachten die Geschwindigkeiten in die drei
Raumrichtungen als infinitesimal v; = a;(e+€*+. ..), wobei a; die Richtung
angibt und berechnen

d dt*
_ £ * : %k * . %k t*
I { (2, y", ¥, )dtLo

d M
= & |:£ + %(2551@16 + aiaiez) + 7(2y1(l16 + aiaiez) .

. . d d .
- <mf+ Mg) @ = o (mid + My)d = (M +m)R -,

wobei im letzten Schritt die Schwerpunktskoordinate B = m;M(mf + M7)

eingefithrt wurde. Somit haben wir nach dem verallgemeinerten Theorem




von Noether trotzdem eine Erhaltungsgrosse

oL , oL\ . oL .\
ayiwﬂr(E ajjixz)so +(£ ayiyz)so [z, y,t).

Mit ¥F = 9! = a;t und, da die Zeitkomponente nicht transformiert wird,
©* = ¥ =0, folgt

Q=

oL .
Oi; i+

Q = ((mi; + My;)ait — (M +m)Ria;) = (M +m) (ﬁt - é) a.
Da dies fiir beliebige a gelten muss, ist also
I.?t — R = konstant ,

was eine geradlinig und gleichférmige Bewegung des Schwerpunktes bedeu-

tet. Transformieren wir zu einem System mit Geschwindigkeit R wird der
Schwerpunkt zu einer Erhaltungsgrosse. Dieses bestimmte Bezugssystem
ist das sogenannte Schwerpunktssystem.

6. In geeigneten Einheiten lautet die Lagrangefunktion eines dreidimensionalen har-
monischen Ostzillators

(a) Zeige, dass die Transformation
I; Il’i—i-g((sikjil—i-(;ili’k), k,l e {1,2,3},

die Wirkung invariant lasst.

Losung: Durch die gegebene Transformation der Komponenten x; von 7
erhalten wir fiir kleine € < 1

d
T_ﬂ = X;T; —+ exi(5ikx'l + (SZZZL‘k) = X;7; + Ea(wkiﬂl) s (6)
: d
’I:il2 = I‘ZZL“Z + exz(@kxl + (SZZZL‘k) = l‘lIl + ea(iki‘l) s (7)

wobei wir die Einstein’sche Summenkonvention verwenden (iiber wieder-
holte Indizes wird summiert) und Terme ~ O(e?) vernachlissigen. Die bei-
den Terme ~ € sind totale zeitliche Ableitungen und fithren somit in der
Wirkung zu Randtermen, welche verschwinden. Somit bleibt die Wirkung
erhalten.

(b) Bestimme die zugehorigen Noether-Strome Jy; und zeige, dass die Energieer-
haltung darin enthalten ist.



Losung: Die beiden Randterme ergeben also

1 d, . . d
0L = §€E(xkxl — rpmy) = GEf (8)
Somit ergeben sich die Noether-Strome mit der iiblichen Formel und v; =

%@ikil + dudr), ¢ = 0 als

oL 1 . . 1, .. T
Jkl = %5(5%1'1 + 5zlxk) - §($kxl - xkxl) = Trx; — §($k$l - xkxl) (9)
1.
= §<$k$l + .I’kﬂfl) . (10)

Fiir k = [ (und summiert) erhalten wir die Energieerhaltung (F =T + U).

(c) Welches sind die anderen Erhaltungsgrossen?

Losung: Wenn man Kugelkoordinaten benutzt, so ist die Lagrangefunkti-
on gegeben durch

1 )
L= §(¢2 + 720 + r?sin(9)*¢? — 12). (11)

Man sieht direkt, dass ¢ eine zyklische Koordinate ist und entsprechend
die z-Komponente des Drehimpulses erhalten ist,

dl doL d

v _ 7= _“ 2 . 2 . _
i @ap @ (mr?sin(#)"p) = 0. (12)

L. Rothen, P. Biihlmann, F. Noél




