Mechanik I1 Serie 6

Noether-Theorem, Tragheitstensor Losungen

1. Allgemeine Herleitung des Noether-Theorems:
Betrachte die gleichzeitige Transformation

t—t'=t+e- X(t),
Gi(t) = qi(t') = qi(t) + - Qs(t)

wobei € < 1 und X, (); die Generatoren der Transformation sind. Falls die Wirkung
unter dieser Transformation (bis auf Randterme) invariant ist,

! t/2 / / / -/ / / df
S = dt L(qi(t),qi(t),t) =S5+ dt—
y L dt

4 _ /:’ &t {L(qi(t),qi(t),t) + %} ;

(g5 sl

eine erhaltene Grosse. Beweise dies geméss der in der Vorlesung gegebenen Anlei-
tung.

dann ist

Losung: Wir betrachten eine Transformation der Zeit ¢ und der Koordinaten
4i

t =t =t+eX(t) (1)
q(t) = ¢(t") = ¢(t) + eQ;(t),i € {1,2,..., f}. (2)

Nun gilt zu zeigen, dass falls die Wirkung bis auf Randterme invariant ist, d.h.

S/:/jdtﬁ(qz( D, dci, g, t) :/de(qi(t)’%%’(t)’w+€/2dt%
(3)

i t1 t1

2 df(q,t)
= dt ’
S+ e/tl T

so existiert ein erhaltener Noether-Strom
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In der vorherigen Gleichung wurde die Einsteinsche Summenkonvention benutzt,
d.h. iber doppelte Indizes wird jeweils summiert. Geméss der Anleitung im
Unterricht schreiben wir zunachst die Wirkung S’ um, so dass

+ f. (4)

S/:/t/ dt' L(q.(t), d‘i ¢, t’):/tht{E( (), dci, /(t/)’t/)% )
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Diese Wirkung entwickeln wir nun fiir kleine € also wie f(¢) = f(0) + ¢
4 ’(e)|€:0 + O(€?). Das heift in unserem Fall da t" =t und ¢ |E:0 =q
erhalten wir
d , . dt .
L), a0 5 = £la(0), 6(0),1
d d ey /dt/ 2
v o) a0 o ©

Durch Einsetzen in (3) erhilt man direkt, dass

d d dt' d

— | L(qi(t'), ——qi(t), ") — =e—f(q,t 7

i [ a0 || = s, )

die zu erfiillende Gleichung ist. Den multiplikativen Faktor e kénnen wir kiirzen.
Auf der linken Seite der Gleichung mochten wir den Term innerhalb der eckigen
Klammern entwickeln, um die Ableitung auf einfache Art und Weise darauf
wirken zu lassen. Wir benutzen

at’

= =1+eX(t)
) = G 00+ QU = [T i) + Q) ®)

= (6i(t) + Qi) (1 — X (2)) = Gi(t) + e(Qi(t) — @:()X (1)) + O(?),

und erhalten somit

N /dt,_ . . 0_£ ‘ 8_£ - a_ﬁ
'C(qi@)’@qi(t)’t)dt - (‘C(QZ(t)a%(t)vt) + 8(] 6Q1+ anE(Qz QZX) + ot €X>

i

x (1 —i—eX).

Nun kann die Ableitung nach e ausgefiihrt (und danach bei e = 0 ausgewertet)
werden und wir erhalten

. 0L oL , . . oL d
LG )X Q4 Qs — 4 X) + —X = 1)
Ll )X + 5000+ 52 Q= 6X) + 57X = T f @), (9)

Geschicktes Umschreiben ergibt

) oL .\ - oL d oL oL oL d
(ﬁ(%ql‘,t) - 8_(]',-%))( + (aqi — an)@ a (8 Q) 9 —X = af(%t)-

(10)

An diesem Punkt benutzen wir ein Zwischenresultat, welches wir erhalten wenn
wir die totale Ableitung einer beliebigen Lagrangefunktion berechnen
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wo wir in der zweiten Zeile partiell integriert haben. Unter Verwendung der
Euler-Lagrange-Gleichungen erhalten wir

oc d oL .
ot dt (ﬁ - a—%%> (11)

Einsetzen von Gleichung (11) in (10) und Verwenden der E.-L.-Gleichungen er-
gibt die zu beweisende Aussage

4
dt

{(ﬁ - Ziox+ Zai- f} 0. (12)

2. Benutze die Komponentenschreibweise
a- 6: a; bl , (6_7: X g) = eijkajbk , (13)

um die folgenden Relationen zu beweisen

tr(M-N-O)=tr(O-M-N)

wobei M, N und O 3 x 3 Matrizen sind. Benutze, dabei wie in (13) die Einstein-
sche Summenkonvention: Repetierte Indizes werden automatisch summiert. Erinnere
Dich an die folgende Relation

€ijk€imn = 5jm5kn - 5jn5km .

Losung:

a- (g X 5) = CliEijkbjCk = ckekijaib]— =c- (6 X g) s
wobei benutzt wurde, dass der e-Tensor total anti-symmetrisch ist.
II.

((l X (b X E)) = eijkajeklmblcm = ekijeklmajblcm = (5il5jm — 5@ 5jl)ajblcm

= ambicym — ajbic; = (l;(c_i- ¢)—2c(a- b)) :

)
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V- (A x B) = 0i(eijuA; By) = eijk(aA-)Bk + einA; (0, By)
— Byepij0iA; — AjejirdiBy = B - (V x A) — A (V x B).

Iv.
Wir benutzen, dass fiir Matrizen im allgemeinen gilt

(M -N - O)Z] = MikalOlj und tr(A) == A”
somit

3. Der Schwerpunkt einer kontinuierlichen Massenverteilung ist

M/d o(7)F,

wobei M die Masse des Korpers ist. Berechne den Schwerpunkt eines homogenen
Kegels p(7) = pp mit Grundfliche A und Héhe h.

Losung: Wir legen das Koordinatensystem so, dass die z-Achse in der Mitte des
Kegels (Spitze bei z = h) und die Grundfliche in der zy-Ebene mit z = 0 liegt.
Wir berechnen erst die Masse M. Zur Vereinfachung werden wir Zylinderkoordi-

naten einfiihren. Der Radius der Grundfliche A ist gegeben durch r4 = \/ A/,
Der Radius auf der Hohe z ist somit r(z) = ra(1 — 7) (Strahlensatz). Die Masse
ist somit gegeben als

all=z/h) - pom wih  Ah
V= [y =g [@r=p [Cas [ i [Tao= ™ = A

Nun kann der Schwerpunkt berechnet werden,

p A(1—z/h) 2r
R, = ]\; / dz/ T’/’/ do-rcos¢ =0,

da cos ¢ 2m-periodisch ist. Dasselbe passiert fiir die y-Komponente

Po ) 3 h ra(l—z/h) 2
R d —/ dz/ drr/ dp-rsing =0.

Fiir die z-Komponente erhalten wird

A(1—2/h) o 2
Po 3 Ah h
d de - 2 = __
R =77 " / 2/ ”/ Oy A R




4. Der Tragheitstensor einer kontinuierlichen Massenverteilung lautet
@ik = / dST'p(F) (7_’2 5zk —T; Tk) .
v
Der Tensor wird im korperfesten System berechnet und als Ursprung 7 = 0 wird

iiblicherweise der Schwerpunkt verwendet.

Betrachte den Kegel aus der vorherigen Aufgabe und lege die z-Achse in die Mit-
te des Kegels (die Achse geht also durch den Schwerpunkt und die Kegelspitze).
Berechne die Komponente ©,, des Trégheitstensors.

Losung: Wir legen das Koordinatensystem gleich wie in der vorherigen Aufga-
be, ausser, dass jetzt der Ursprung beim Schwerpunkt liegt (Spitze bei z = 3h/4,
Grundflache bei z = —h/4). Wiederum verwenden wir Zylinderkoordinaten und
erhalten

®zz - PO/ dST (FQ - TZTZ)
1%

3h/4 ra(3/4—z/h) 27
:po/ dz/ drr/ do - (r* + 2* — 2?)
_ 0 0

h/4
3h/4 ra(3/4—z/h)
= Do 27r/ dz/ drr®
—h/4 0
Sh/4 (3/4 — z/h)* T 4 h
4 4
= po2mr / dz~—t—"" = pg =13 —
v 4 245
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5. Betrachte einen Quader mit Seitenlédngen a, b und c.

(a) Berechne den Trégheitstensor ©,;; (wie {iblich im korperfesten System und be-
ziiglich des Schwerpunkts). In welche Richtungen zeigen die Hauptachsen?

Losung: Wir legen das korperfeste System gerade in die Mitte des Quaders
(Schwerpunkt) mit Achsen parallel zu den Seitenléngen. Der Trigheitsten-
sor ist gegeben durch

a/2 b/2 c/2

O = / &r p(r)(r*i — riry) = po/ dx/ dy/ dz(r*0s, — ri7k).
1% —a/2 —b/2 —c/2

Alle nicht-diagonalen Elemente sind Null, da dort die Komponenten line-

ar vorkommen (ungerade Funktion) und iiber ein symmetrisches Gebiet
integriert wird, z.B.

a/2 b/2 c/2
@12—p0/ dmx/ dyy/ dz = 0.
—a/2 —b/2 —c/2




Das erste Diagonalelement erhélt man als

a/2 b/2 c/2 b3 3 M
@11—p0/ / / dz(y* + 2* —pga(c——l—b > —(b*+ ),
a/2 b/2 c/2 12 12 12

wobei im letzten Schritt die Masse M = pg abe eingesetzt wurde. Die beiden
anderen Elemente folgen durch Permutation der Kanten des Quaders

Mz,

M
Oqz = 19

12(& +C), @33—

Da die Matrix diagonal ist, entsprechen unsere auswéahlten Koordinaten-
achsen gerade den Hauptachsen.

(b) Was ist die kinetische Energie T}, und der Drehimpuls [ fiir eine Rotation mit
Winkelgeschwindigkeit wy = || um eine Achse durch den Schwerpunkt und
eine Ecke des Quaders? Ist der Drehimpuls bei dieser Rotation erhalten?

Losung: Die Winkelgeschwindigkeit kann geschrieben werden als w = 17wy
wobei 71 ein Einheitsvektor in Richtung der Ecke des Quaders ist. Die Kom-
ponenten dieses Vektors im korperfesten System (KS) lauten

1

n=———a,b,c).

Die kinetische Energie ist gegeben durch

3
1 w2 w2 CL2@11 + 52@22 + 02@33
Trot == Onwiw), = 2ialeon =2
t 2ikz1 A D) 2 a2 + b2 + 2
Wy M a*b? 4 a*c® 4 b*e?
12 a? + b2 + ¢2

und die Komponenten des Drehimpulses im KS erhélt man mittels L=04

als
. Lll @11 0 0 a w
L:/3 0 0 @33 c vas + b +c
b+ ¢?)
M o
0 b(a® + ¢?)

a? + b% + 2 c(a? + b?)

Wie man sieht, zeigt er nicht in die gleiche Richtung wie die Winkelge-
schwindigkeit. Dies war zu erwarten, da die Rotation nicht um eine der
Hauptachsen erfolgt. Das obige Resultat entspricht dem Drehimpuls im
KS. Da sich dieses System dreht, wird sich vom Intertialsystem aus gese-
hen der Drehimpuls um die Richtung w mitdrehen und er ist somit nicht
erhalten.




Da wir die Drehachse kiinstlich festhalten, iiben wir ein Drehmoment auf
den Korper aus. Ohne dieses Drehmoment, bei einer freien Rotation, wére
der Drehimpuls erhalten und der Winkelgeschwindigkeitsvektor wiirde sich
drehen.

6. Satz von Steiner. Der Tragheitstensor eines Korpers fiir Rotationen um den Schwer-
punkt sei ©;;. Betrachte nun eine Rotation um einen anderen Punkt O’, der vom
Schwerpunkt um @ verschoben sei. Zeige, dass der Trégheitstensor ©;; fiir Rotatio-

nen um O’ durch
@;j = @ij + M (626ij — Qa; CLj)

gegeben ist.

Losung: Hier ist der Beweis fiir einen starren Korper mit endlich vielen Mas-
senpunkten. Um auf kontinuierliche Korper zu schliessen, kann einfach

Zmy...]\H—oo>/d3rp...
v=1

ersetzt werden,

’

0;; = imu (:E'fé@-j - (@)z‘(%)j) :
v=1

Da das gestrichene System durch eine Verschiebung um a aus dem Schwerpunkt-
ssystem entsteht, gilt ¥ = # 4+ @ und

Oy = > my (B + @20 — ((x)i + ;) ((z.); + a;))

=0, + Z my, (@°6;; — aia;) + Z my, (2(Z,@)05; — ((xv)ia; + (zv);0:)
v=1 v=1
= @ij + M (625ij — aiaj) s

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass es sich beim ungestrichenen
System um das Schwerpunktssystem handelt (}°°° , m, @, = 0).

7. Betrachte einen Zylinder (Radius R, homogen, Masse M) der eine schiefe Ebene mit
Winkel a herunterrollt.

(a) Berechne das Triagheitmoment des Zylinder zur relevanten Drehachse.



Losung: Bei der relevanten Drehachse handelt es sich gerade um eine
Hauptsache. Zur Berechnung des Tragheitsmoments bietet es sich an Zy-
linderkoordinaten zu verwenden. Wir legen den Zylinder so, dass die Dreh-
achse der x-Achse entspricht,

2 R L/2 M 2
©=0un-= / drpo (7= 27) = po/ d@/ drr/ dzr?® = 2R ;
v 0 0

—L/2

wobei im letzten Schritt die Masse M = pyR?*m L eingesetzt wurde.

(b) Stelle die Lagrangefunktion auf. Nimm die zuriickgelegte Strecke s(t) als Ko-

ordinate.

Losung: Die kinetische Energie ist gegeben durch die Summe der kineti-
schen Energie der Translation (T},ans) und der Rotation (714). Der Winkel-
geschwindigkeitsvektor ist @ = (wp, 0,0) = (¢, 0,0) und somit

M C)
T="3+—=p2.
23 +2g0

Wir iiberlegen uns, dass die abgerollte Strecke bei einer Winkeldnderung
um ¢ durch s = Ry gegeben ist, und erhalten so

| o\ ,

Weiter berechnen wir die potentielle Energie, dazu benotigen wir die Hohe
des Schwerpunktes des Zylinders

U(s) = Mgh=—M gssin(a),

wobei wir der Einfachheit halber die Hohe A = 0 am Anfangspunkt s = 0
gewahlt haben. Somit ist die Lagrange-Funktion

. 1 0 ., .
E(s,s):T—Uzi(M—i-ﬁ)s + Mgssin(a) .

Leite damit die Bewegungsgleichung her und 16se diese.

Losung: Die Euler-Lagrange-Gleichungen geben

(M—i—%) §— Mgsin(a) =0.

Vereinfachen und Einsetzen der Losung von © aus (a) ergibt

im M) = 2osinga)
S= ——3gsin(&) = —gsin(«
M+ 5’ 39




und somit {
s(t) = 39 sin(a)t* + vot + so.

Die Losung ist, wie erwartet, eine gleichméssige Beschleunigung, wobei die
Beschleunigung von der Schiefe der Ebene abhéngt. Beachte, dass die Be-
schleunigung eines rollenden Zylinders 2/3 mal diejenige eines gleitenden
Korpers ist.
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