Mechanik I1 Serie 9

Hamiltonformalismus, Poissonklammer Losung

1. Betrachte eine schiefe Ebene, deren Winkel o« = wt proportional zur Zeit anwéchst
und eine Masse m, die unter dem Einfluss der Schwerkraft diese Ebene reibungsfrei
herunterrutscht. In Serie 3 haben wir die zugehorige Lagrangefunktion bestimmt:

L(s,8)=T—-U = %(52 + s*w?) — mgssin(wt)
wobei s(t) die zuriickgelegte Strecke ist.

(a) Bestimme den Hamiltonian. Wie lauten die kanonischen Gleichungen?

Losung: Der generalisierte Impuls ist gegeben durch

oL : . D
p=—=ms = 5= —.
0s m
Dies ergibt den Hamiltonian
pPom
H=235(p) p— L(s,5(s,p, 1), 1) = o ESQwQ + mgs sin(wt)
m

und die kanonischen Gleichungen

p= ——%% = msw? — mgsin(wt),
$
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(b) Ist der Hamiltonian H gleich der Energie E?

Losung: Fiir dieses System entspricht der Hamiltonian nicht der Energie
E=T+U.Da

L=T-U = H:é-%—(T—U) (1)

miissen wir nur %3 = 27T iiberpriifen. Wir finden

oL

— 5 =ms> £ ms® +ms*w? = 2T,
05

fiir m,w # 0 und $ # 0 bzw. s(t) nicht konstant.
Somit ist im allgemeinen H # T + U.

(c) Setze g = 0 und betrachte das Problem ohne Schwerkraft. Ist der Hamiltonian
oder die Energie erhalten?



Losung: Betrachten wir das System ohne Schwerkraft, fallt der explizit
zeitabhingige Term (mgssin(wt)) weg und somit ist der Hamiltonian er-

halten
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Obwohl %—f = 0, ist die Energie nicht erhalten, da aa—gé —L#FE.
Man erhélt dieses Resultat auch durch explizites Ausrechnen. Die Energie
kann geschrieben werden als

E = T+U—2(s + s%w?) = H + mw?s”. (2)

Wir wissen, dass %7—[ =0, also gilt

d d
%E dt(mw s%) = 2mw?ss. (3)
Die Energie ist (fir m,w # 0) nur dann erhalten, wenn s(t) konstant ist fiir
alle t bzw. $(t) = 0, d.h. wenn sich die Masse fiir alle Zeiten im Stillstand
befindet. In dem Fall kénnen wir unsere Koordinatensystem auch mit s(t) =
0 wéhlen und wie wir in b) gesehen haben gilt dann auch tatsichlich H = E.

2. In der Vorlesung haben wir {iberpriift, dass
L= T4 g7 AT ) - qo(7, )

die Bewegungsgleichungen fiir ein Teilchen im elektromagentischen Feld liefert. Be-
stimme die Hamiltonfunktion # zu diesem Lagrangian.

Losung: Die generalisierten Impulse sind

oL . : 1
pj:a—q_nj:mrj—i-qu = 7, = —

und der Hamilton lautet




3. In der Vorlesung hatten wir gezeigt, dass die kanonischen Gleichungen
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aus den Euler-Lagrange Gleichungen

oL d oLy _
Oq.  dt \9qr)

folgen. Leite nun umgekehrt die Euler-Lagrange Gleichungen aus den kanonischen
Gleichungen her, um zu beweisen, dass die beiden equivalent sind.

Losung: Wir beachten, dass im Hamiltonformalismus ¢ immer als Funktion von
q,p und t aufgefasst wird, also ¢ = ¢(q,p,t). Wir wissen, dass

oL
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Alternativ kann man diese Aussage auch aus der ersten kanonischen Gleichung
herleiten. Die Relation
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ergibt nach Subtraktion von ¢, auf beiden Seiten Gleichungen (4).
Nun betrachten wir die zweite kanonische Gleichung
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wobei Gleichung (4) verwendet wurde. Durch nochmaliges Verwenden von (4)
erhalten wir die Euler-Lagrange Gleichungen

L4, _oc  doc _oc
P = dtpk N 8qk dt 8qk N 8qk'

4. Poissonklammern

(a) Berechne {qi,p;*}

Losung:

9qn Opn  Opn Ogn (5)
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(b) Betrachte A = A(p,q) und B = B(p, q). Zeige, dass
{A/H} =0 und {B,H} =0 — {{A,B},H} =0.

D.h. auch {A, B} ist eine erhaltene Grosse. Hinweis: Die Poisson-Klammer
erfiillt die Jakobi-Identitat

{A,{B,C}} +{B,{C,A}} + {C.{A,B}} = 0.

Losung: Wir setzen C' = H in der Jakobi-Identidt und erhalten mit
dass

{{AvB}’H} = _{{BvH}’A} - {{HaA}vB}

— —{{B,H}, A} +{{A,H},B} = 0. (7)
T T

(c¢) Kartesische Koordinaten 7. Berechne die Poissonklammer {r;, L}, wobei L der
Drehimpulsvektor ist.

Losung: Der Drehimpulsvektor ist gegeben durch
Lj = €imkTmDPk - (8)

Somit ist
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5. Gegeben sei die Hamiltonfunktion
1 9 9 mw? 9
Hp.q) = 5~ (P} + kp1go + p3) — —5

(a) Was ist die zugorige Lagrangefunktion £(q, ¢)?

Losung: Aus

oH

Gk = o (10)




folgt
pr=qm— "2
1 1 9 9 (11)
P2 = Gam.

Somit erhalten wir fiir die zugehorige Lagrangefunktion

L=pg—H
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Moy oy K o KT, Tw (12)
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(b) Wie lauten die Euler-Lagrange Gleichungen?
Losung: Da ¢ zyklisch ist, gilt
) K
Cr=mq¢ —CI2§' (13)
Fiir ¢, erhalten wir
7 o+ " + mw? (14)
mgs = —— — +mw” .
a2 2611 a2 m

(c) Was sind die erhaltenen Grossen?

Lo6sung: Die Konstante C] aus 5.(b) ist eine erhaltene Grosse und weiter,
da L nicht explizit zeitabhéanging ist,
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6. Betrachte die Funktion f(u) = u? (1 + u/3) fiir u > 0.

(a) Berechne die zugehorige Legendre Transformierte g(p), mit p = %.

Losung: Es gilt

0
p:a—£=2u+u2 = u=—1++/1+p,

wobei nur die positive Losung der quadratischen Gleichung angegeben ist,
da u > 0. Wir erhalten somit fiir die Legendre Transformierte

o) = ulp) ~ f(up) = 5 (1= VTHp) (VITp—1-2).




(b) Berechne danach die Legendre Transformierte der Funktion g(p) und verifiziere,
dass bei dieser zweiten Transformation wieder die urspriingliche Funktion f
herauskommt.

Losung: Fiir die Riicktransformation berechnen wir erst

Jg

u=oo=—1+I+p = p=2ut,
p

und weiter

flw) = u-p(u) = g(p(u)) = w*(1+u/3).
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