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Formalismen

Langrange-Formalismus 1. Art

Betrachte ein System von N Massenpunkten in drei Dimensionen, deren Koordinaten ()
durch R holonome Zwangsbedingungen

Jo(T1,.. . x3n,t) =0, mit a=1,...,R, (1)

eingeschriankt sind. Die Lagrangegleichungen erster Art lauten
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Die 3N + R Gleichungen (1) und (2) legen mit geeigneten Anfangsbedinungen die Koordi-
naten x,(t) und die Lagrange Multiplikatoren A, (t) fest. F,, ist die n-te Komponente der
gesamten externen Kraft.

Langrange-Formalismus 2. Art

Betrachte ein System mit f = 3N — R Freiheitsgraden. Fiihre verallgemeinerte Koordi-
naten ¢ = (q1,...,qf) ein, in welchen die Zwangsbedingungen erfiillt sind. Driicke die
kinetische Energie T' und die potentielle Energie U durch diese Koordinaten aus. Die
Lagrangefunktion ist

Die zugehorigen Bewegungsgleichungen lauten
d (0L oL
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Hamilton-Formalismus

Die Hamiltonfunktion erhélt man aus der Lagrangefunktion mittels der Legendre Trans-

formation
wobei die verallgemeinerten Impulse durch
oL .
pi pi(¢,4,t) (6)



gegeben sind. Invertieren der Relationen (6) liefert ¢; = ¢;(q, p,t). Die kanonischen Glei-
chungen
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sind equivalent zu den Bewegungsgleichungen (4).

Die Zeitabgéngigkeit einer beliebigen Funktion F' = F(q,p,t) ist durch
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gegeben, wobei die Possionklammer zweier Funktionen A = A(q,p,t) und B = B(q,p,t)

als
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definiert ist.

Der Vektorraum der verallgemeinerten Orte und Impulse heisst Phasenraum. Der Satz
von Liouville besagt, dass das Zustandsvolumen im Phasenraum bei der Evolution mit
den kanonischen Gleichungen erhalten bleibt. Wird eine Zustandsdichte p = p(g,p,t) im
Phasenraum betrachtet so lautet das Theorem
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Variationsrechnung

Variation ohne Nebenbedingung

Das Minimum g(z) des Funktionals

sz/”wnwﬁm (11)

ist invariant unter kleinen Variationen y — ¢ + dy
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Falls F(y,3’) unabhéngig von z ist, gilt die Beltrami-Identitéit (vgl. Energieerhaltung)
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8—y,y — F = const., (13)

sodass man statt (12) nur eine Gleichung erster Ordnung 16sen muss.



Variation mit Nebenbedingung

Um das Minimum g(z) des Funktionals
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zu finden, 16st man die Gleichung
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Dies liefert y = y(x, A). Die Bedingung K[y(z,\)] = Ky liefert dann den Wert von A,

welcher die Losung von (14) ergibt.

Hamiltonsches Prinzip

Die Variation der Wirkung

Slg) = / “dt L(q,dt)

t1

liefert die Lagrange Gleichungen
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Theorem von Noether

Zu einer infinitesimalen Symmetrietransformation

t—=>t"=t+ep(qq,t),
qi(t) = ¢; (t") = qi(t) + evi(q, 4, 1) .
welche die Wirkung bis auf eine Konstante invariant lésst, d.h.
£ ta d
S* = /t; dt* L(q",q",t") = /t1 dt [ﬁ(q,q,t) + £f(q, t)] + O(€?) = S + const.
gehort eine Grosse
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die wahrend der Bewegung konstant ist.
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Starrer Korper

Winkelgeschwindigkeit und Eulerwinkel

Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im korperfesten System (KS) mit Basisvek-

=/ .
toren €; sind
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wk. = 561]](; 67: . €j .

Die Geschwindigkeit eines Punktes auf dem starren Koérpers ist

v

Vo +@ X T (22)
wobei Up die Geschwindigkeit des Ursprungs des KS und # der Vektor vom Ursprung zum
Punkt ist.

Die Ausrichtung eines starren Korpers kann durch die drei Eulerwinkel angegeben werden.
Diese Winkel definieren eine Matrix, welche die Achsen des Inertialsystems auf diejenigen
des KS rotiert:

CHCop — COSpSyy  CypS¢p T CoCHSy,  SPSy
R(¢, 9, ”(b) = Rz” (@)RII(H)RZ((M = —CYCYSp — CpSyp  CHCHCyy — S¢Sy CyhSP (23)
50S¢ —CySp Co

wobei ¢y = cos(¢), s = sin(¢), etc. Ausgedriickt durch die Eulerwinkel lautet die Win-
kelgeschwindigkeit

wi = ¢sgsy+ocy wy =P sgcy —0sy Wy =G+

Schwerpunkt und Tragheitstensor

R=gp |, droor 0u = [ o) (Fan-rir) . (1)
M v \%4

Der Tragheitstensor ist symmetrisch und kann diagonalisiert werden. Das Koordinatensy-
stem in dem der Tensor diagonal ist heisst das Hauptachsensystem und die Diagonalele-
mente O1, O und ©3 Haupttragheitsmomente.

Der Tragheitstensor eines Korpers fiir Rotationen um den Schwerpunkt sei ©;;. Der
Satz von Steiner liefert den Tragheitstensor @;j fiir Rotationen um einen Punkt O’, der
beziiglich des Schwerpunkts um @ verschoben ist:

@;j = @ij + M (5251‘]‘ —a; aj) .



Kinetische Energie und Drehimpuls

Wird der Nullpunkt des korperfesten Systems im Schwerpunkt gewihlt, gilt
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T = Thrans + Trot = ng(z) + E imy ((I} X FV)Q
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wobei N fiir die Anzahl Punktmassen im System steht.
Euler-Gleichungen

Die Eulergleichungen gelten im Hauptachsensystem

Ch wi + (@3 — @2) wéwé = M{ ,
Oy wy + (01 — O3) wywy = My, (26)
O3 wé + (@2 - @1) wiwé = Mé

Auf der rechten Seite finden sich die Komponenten des totalen Drehmoments
N
=> 7 xF,, (27)
v=1

wo F, die totale Kraft auf den v-ten Massenpunkt ist und 7, der Vektor vom Ursprung
des KS zum Massenpunkt.

Vektoren und Koordinaten

Komponentenschreibweise

Summenkonvention: Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert.

a- [;: a;b; s (C_i X g) = eijkajbk . (28)
€ijk€nmk = 5in5jm - 51m5]n . (29)

Kugelkoordinaten
7 =1 (sind cos ¢, sin § sin ¢, cos §) . (30)

/ /drr / d@sm&/%dgo. (31)



