Quantentheorie 111 Losung zu Serie 12
Streuung 16.12.2020

1. Das optische Theorem besagt, dass der totale Streuquerschnitt gleich dem Imaginérteil

der Vorwértsamplitude ist, genauer
47

o= ?Im[f(ﬁ =0)] .

Leite das Theorem her, indem Du zunéchst den totalen Wirkungsquerschnitt

o=4m) (204 1)
=0

und die Streuamplitude
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mittels
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a; = —e" sin 5 (1)
k
durch die Streuphasen §; ausdriickst. Beachte, dass P;(1) = 1.

Wir berechnen den Imaginérteil der Vorwéartsamplitude und finden
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Aus (1) ist |q| = % und damit
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2. Betrachte das Potential
0 r < —a
V)= -V —a<z<0
00 x>0

welches mit einer “Mauer” bei x = 0 endet. Wir hatten in der Vorlesung argumentiert,
dass eine einlaufende Welle in so einem Potential vollsténdig reflektiert wird und sich
die Wellenfunktion des reflektierten Teilchens bei grossem negativen x nur um eine
Phase von der einlaufenden unterscheiden kann.



a.)

Lose die Schrodingergleichung. Benutze die Form
w(a;) — Aeikw + Be—ik’x

fiir die Region z < —a, mit k = v2mFE/h. Welche Form hat die Lésung im
Bereich —a < x < 07 Welche Bedingungen miissen bei x = —a und = = 0
erfiillt sein?

Die Schrédinger Gleichung lautet

h? d*y
———— = (E-V)1.
2m dx? ( )V
Die entsprechende Losung ist
Aetk® 4 Be~the < —a
1/}(‘% = i ik ~ ~ .
Ce"™ + De ™ = Ccoskxr + Dsinkr —a <z <0,

wobei k = v2mE/h und k = \/2m(E — V) /h.

Die Bedingung bei z = 0 ist

$(0) = C = 0.
Bei £ = —a muss die Wellenfunktion stetig und differenzierar sein, d.h.
Ae~*e L Betke —  _Dsinka

ikAe~* _ ikBe*® = Dk coska.
Wir 16sen das Gleichungsystem und finden
B = Ae % k Zikcotha ZI:C cot IE:a .
k + ik cotka

Zeige, dass |A| = |B|, d.h. dass wie erwartet nur eine Phasenverschiebung
auftritt.

Man sieht leicht, dass wie erwartet, nur eine Phasenverschiebung auftritt:

k — ik cot ka

|B| = |A| =
k + ik cot ka

= [A].

Deshalb konnen wir die Wellenfunction im Bereich z < —a als
w(x) - A (eikx _ 621‘67@%1) (2)

schreiben.



c.) Berechne die Phase fiir einen tiefen Potentialtopf mit Vp > E, i.e. entwickle
das allgemeine Resultat fiir die Streuphase um k£ = 0.

In unserem Fall haben wir fiir k& > k
W) = A (am 4 o~2ika (Z ; EZ zzz ]]zz> —z’kr)
~ A (eikz _ ef2ikaefik:r) (3)
Durch den Vergleich von (2) und (3) finden wir die Streuphase
oo = —ka.

3. Betrachte Streuung an einem Gauss-Potential
V() = Vo

a.) Berechne in der Bornschen Niherung
/d37‘e (k' —F): TV(_')

die Streuamplitude. Driicke das Resultat durch k = |k| = || und den Streuwinkel
0 aus.

Hinweis: Werte das Integral im Bezugssystem mit K —k = k(0,0,1) aus.
Beachte, dass k = 2k sin g.
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In der Bornschen Néherung lautet die Streuamplitude
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Um diese Integral zu berechnen, verwenden wir eine partielle Integration:
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wobei wir im letzten Schritt den Hinweis verwendet haben.
Um die letzte Integral zu berechnen, haben wir die Variablentransformation
r=r%+ “‘ durchgefuhrt um das Quadrat zu ergénzen:
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Beachte, dass man auch in kartesiche Koordinaten arbeiten kann. In diesem
Fall ist die Streuamplitude
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b.) Rechne den totalen Wirkungsquerschnitt aus.
Hinweis: Fiir die Winkelintegration ist es niitzlich y = sing(g) = (1 — cos0)
einzufithren und die Integration auf

™ 1 1
/ df sin(0) = / dcos = 2/ dy
0 -1 0

umzuschreiben.

Wir driicken den differentiellen Wirkungsquerschnitt als

do 9
& =170)]

aus, wobei ) den dreidimensionalen Raumwinkel beschreibt. Um den totalen
Wirkungsquerschnitt zu berechnen, verwenden wir den Hinweis und erhalten
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