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1 Einleitung

1.1 Inhalt der Vorlesung

Die vorliegende Vorlesung behandelt die Grundlagen der statistischen Thermodynamik,
welche ein tieferes Verstédndnis der wichtigsten Begriffe, Grossen und Zusammenhénge
der Thermodynamik liefert, zum Beispiel zwischen der Temperatur, der Energie und der
Entropie. Insbesondere werden in einem ersten Teil die Begriffe und Konzepte quanten-
mechanisch und statistisch begriindet und die thermodynamischen Eigenschaften von
Systemen aus dem zugrunde liegenden Hamiltonoperator hergeleitet. Zudem werden
verschiedene Gesamtheiten (Ensembles) eingefiihrt, mit welchen die makroskopischen
Figenschaften verschiedenster physikalischer Systeme beschrieben werden kénnen.

Im zweiten Teil der Vorlesung werden die erarbeiteten Konzepte eingesetzt, um speziel-
le Eigenschaften idealer Quantengase zu analysieren. Die Menge dieser Quantensysteme
beinhaltet unter anderem Photonengase mit der daraus abgeleiteten Schwarzkorperstrah-
lung (Planck’sches Strahlungsgesetz), Phononengase in Festkorper, dichte Bose-Gase bei
tiefen Temperaturen (Bose-Einstein-Kondensation), dichte Fermi-Gase bei tiefen Tem-
peraturen, sowie relativistische Quantengase.

Wéahrend der Vorlesung werden immer wieder Beispiele aus der Kosmologie beigezo-
gen, in welchen die erarbeiteten Konzepte angewendet werden kénnen, wie zum Bei-
spiel Neutronen- und andere exotische Sterne, schwarze Locher, aber auch kosmische
Mikrowellen- oder Neutrino-Hintergrundstrahlung. Schliesslich werden gegen Ende des
zweiten Teils anhand des Ising-Modells Phaseniibergéinge von wechselwirkenden Syste-
men behandelt und es wird die in diesem Zusammenhang relevante spontane Symme-
triebrechung sowie das zentrale Konzept der Universalitédt diskutiert.

1.2 Voraussetzungen

Vorausgesetzt werden die Konzepte und Zusammenhénge der klassischen Thermodyna-
mik (ideales Gasgesetz, thermodynamische Hauptsitze, ...), sowie die Grundlagen der
Quantenmechanik wie sie etwa in der Vorlesung Quantenmechanik I behandelt werden.
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1.4 Motivation und Zusammenfassung

In der Quantenmechanik haben wir gelernt, wie einfache, mikroskopische Systeme, zum
Beispiel ein quantenmechanisches Teilchen in einem Potentialtopf, quantitativ beschrie-
ben werden koénnen. Mikroskopische Systeme von vielen Teilchen kénnen im Prinzip auf
dieselbe Art und Weise innerhalb der Quantenmechanik behandelt werden. Allerdings
sind die makroskopischen Eigenschaften haufig von grosserer Bedeutung als die mikro-
skopischen. Eine makroskopische Menge von Materie kann unter Umsténden eine Viel-
falt von verschiedenen Phasen aufweisen, deren makroskopischen Eigenschaften vollig
unterschiedlich sein kénnen. Ein Material kann beispielsweise in verschiedenen Erschei-
nungsformen vorkommen, wie etwa als Gas, Fliissigkeit oder als Festkorper. Exotischere
Formen von kondensierter Materie beinhalten zum Beispiel nukleare Materie in dichten
Neutronensternen, Quark-Materie im Kern solcher Sterne, Quark-Gluon-Plasma einige
Mikrosekunden nach dem Urknall, Plasma anderer Elementarteilchen in frithen Stadien
unseres Universums.

Die fundamentalen Bestandteile dieser Materieformen sind gut verstanden. Sie werden
innerhalb der Quantenmechanik, beziehungsweise der Quantenfeldtheorie, im sogenann-
ten Standardmodell der Elementarteilchen quantitativ und inklusive aller Wechselwir-
kungen beschrieben, mit Ausnahme der Gravitation. In diesem Modell werden die Mate-
rieteilchen durch Fermionen, also Teilchen mit halbzahligem Spin, dargestellt. Die wich-
tigsten davon sind die Quarks, welche Bestandteile der Protonen und Neutronen, und
damit der Atomkerne sind, sowie die Elektronen, welche sich zusammen mit den Atom-
kernen zu Atomen formen. Daneben gibt es natiirlich noch viele andere, exotischere
Elementarteilchen wie zum Beispiel kurzlebige Muonen oder schwach wechselwirkende
Neutrinos. Die fundamentalen Kréfte der Wechselwirkungen werden durch Bosonen, al-
so Teilchen mit ganzzahligem Spin beschrieben. Das masselose Photon zum Beispiel
vermittelt die elektromagnetische Wechselwirkung, wéhrend die Gluonen verantwort-
lich fiir die starke Wechselwirkungen zwischen den Quarks sind. Die schweren W- und
Z-Bosonen vermitteln die schwache Wechselwirkung, beschreiben also zum Beispiel ra-
dioaktive Zerfiille. Das kiirzlich im Large Hadron Collider (LHC) am CERN in Genf
entdeckte Higgs-Teilchen schliesslich erzeugt durch eine spontane Symmetriebrechung
(Higgs-Mechanismus) die Masse fiir einige der elementaren Teilchen des Standardmo-
dells.

Obwohl viele Voraussagen des Standardmodell in den letzten Jahren mit einer enor-
men Genauigkeit experimentell bestétigt werden konnten, so bleibt die Herleitung von
komplexen Eigenschaften der Materie mithilfe der fundamentalen, mikroskopischen Be-
standteile extrem schwierig. Betrachten wir zum Beispiel ein Gas aus N Teilchen im
dreidimensionalen Raum, so besitzt dieses System 3N mikroskopische Freiheitsgrade.
Ein Mol eines solchen Gases enthélt gemis der Avogadro-Konstante Ny ~ 6-10%3 mol~*
ungefihr N ~ 6 - 10?2 Teilchen. Dies fiihrt in einer klassischen mikroskopischen Be-
schreibung mithilfe der Newton’schen Bewegungsgleichungen zu 3N gekoppelten Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung, welche mit entsprechend vielen Randbedingungen
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als Losungen die Orts- und Impulskoordinaten x;(t), p;(t), ¢ = 1,...,3N liefern. Damit
wiére die zeitliche Entwicklung des Gases mikroskopisch exakt beschrieben. In der Praxis
ist es allerdings unmoglich, ein solch grosses System von Gleichungen zu 16sen, oder schon
nur die Randbedingungen anzugeben. Obwohl uns also die fundamentalen Theorien der
Physik, klassisch oder quantenmechanisch, eine detailierte Beschreibung von makrosko-
pischen Systemen erlauben wiirden, ist eine solche mikroskopische Beschreibung in der
Praxis weder moglich noch besonders niitzlich.

In der Tat scheint es sehr viel sinnvoller, die makroskopischen Eigenschaften eines Sy-
stems zu beschreiben, wie zum Beispiel die Energie oder die Teilchendichte, indem {iber
die vielen mikroskopischen Freiheitsgrade gemittelt wird. Erstaunlicherweise sind ge-
naue Kenntnisse der mikroskopischen Struktur der Materie in vielen Féllen gar nicht
notig. Obwohl die Physiker des 19. Jahrhunderts viel weniger iiber die fundamentalen
Bausteine unserer Materie wussten, konnten sie die Theorie der klassischen Thermody-
namik erfolgreich enwickeln, vor allem motiviert durch die Anwendung im Bereich der
revolutiondren Dampfmaschinen, wo man sich ein besseres Verstéindnis derer Dynamik
versprach. Es wurde zum Beispiel relativ schnell bemerkt, dass die Energieerhaltung in
einem System unabhéngig von dessen Komplexitéit gilt, oder dass Wirme einfach ei-
ner bestimmten Form von Energie, ndmlicher kinetischer Energie, entspricht. In diesem
Sinne ist die klassische Thermodynamik eigentlich eine Theorie der Warme. Tatséchlich
erscheint die Warme im 1. Hauptsatz der Thermodynamik, welcher die Energieerhaltung
festhilt. Aus der Erkenntnis der Tatsache, dass eine komplette Umwandlung von Wirme
in mechanische Arbeit trotz Energieerhaltung unmdéglich ist, entstand schliesslich auch
das 2. Gesetz der Thermodynamik, welches besagt, dass die Unordnung (Entropie) in
einem System stindig zunimmt, beziehungsweise dass ein Perpetuum Mobile der 2. Art
nicht exisiteren kann.

Konsequenterweise ist die klassische Thermodynamik auf die Beschreibung derjenigen
FEigenschaften von makroskopischen Systemen beschréinkt, welche aus den grundlegenden
Prinzipien wie Energieerhaltung und der Entropiezunahme folgen. Die fundamentalen
Hauptsétze der Thermodynamik liefern also sozusagen die Grundlagen zur makrosko-
pischen Beschreibung von komplexen Systemen. Auf der mikroskopischen Skala erfolgt
die Beschreibung der Systeme aber nach wie vor mithilfe der fundamentalen physika-
lischen Theorien, wie zum Beispiel der Quantenmechanik oder der Quantenfeldtheorie.
Der Zweck der statistischen Thermodynamik ist es nun, eine Briicke zwischen diesen bei-
den Beschreibungen zu schlagen, beziehungsweise die thermodynamischen Eigenschaften
eines Systems aus einer mikroskopischen, quantenstatistischen Beschreibung herzuleiten.
In diesem Sinne ist die statistische Thermodynamik nicht als eine fundamentale Theo-
rie zu verstehen, sondern als eine iibergeordnete Struktur, welche prinzipiell auf alle
moglichen fundamentalen Theorien angewendet werden kann.

Bei der Umsetzung dieses Programms erwarten uns einige Schwierigkeiten. Falls zum
Beispiel die makroskopischen Grossen von der Zeit abhéngen, so ist eine statistische
Beschreibung in der Regel sehr schwierig. Wir werden uns deshalb im Folgenden auf
Systeme beschrianken, welche sich im Gleichgewicht befinden, so dass die Mittelwerte
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von makroskopischen Grossen konstante Werte annehmen. Schliesslich sind auch wech-
selwirkende Systeme im allgemeinen sehr schwierig zu handhaben. Wir werden deshalb
zuerst nur einfache, nicht wechselwirkende Systeme betrachten, wie zum Beispiel das
ideale Gas, und uns erst spater wechselwirkenden Systemen zuwenden.

Zusammenfassend koénnen wir also sagen, dass die klassische Thermodynamik zwar all-
gemein giiltig ist und ohne Kentnisse der mikroskopischen Struktur der Systeme aus-
kommt, allerdings aber auch keine spezifischen Eigenschaften von speziellen Systemen
liefern kann. Die statistische Thermodynamik andererseits leitet spezifische thermische
Eigenschaften aus der mikroskopischen Struktur und der Dynamik des zugrundeliegen-
den Systems her. Zudem ist die statistische Thermodynamik eine Thermodynamik der
Gleichgewichtszustiande.
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1.5 Illustration anhand zweier Modellsysteme

Wir wollen nun die im vorangegangenen Abschnitt angesprochenen Ansétze der statisti-
schen Thermodynamik schon einmal anhand zweier Modellsysteme illustrieren.

Ein physikalisches System kann sich in zahlreichen Zusténden befinden:
e verschiedene Impulse eines freien Teilchens,
e verschiedene energetische Anregungen der Elektronenhiille eines Atoms,

e unterschiedliche Aufteilung der Energie auf die Teilchen eines Systems (z.B. durch
unterschiedliche Anregungen der Schwingungen der Gitterpunkte in einem Kri-
stall).

Unter einem dusseren Einfluss (z.B. Wirmebad gegebener Temperatur) durchlduft das
System verschiedene Zusténde. Dies ist auch im Gleichgewicht der Fall: im Gleichgewicht
gibt es mehrere Zustéinde, die alle 'gleichberechtigt’ sind, d.h. gleich wahrscheinlich auf-
treten. In quantenmechanischer Behandlung hat man unabhéngige Zusténde, welche in
einem endlichen System abzéhlbar sind (k= 0,1,...).

Die statistische Thermodynamik interessiert sich nun fiir die Wahrscheinlichkeiten py,
mit welchen man das System in einem bestimmten Zustand k antrifft. Wir illustrieren
dieses Konzept anhand eines harmonischen Oszillators im Wérmebad und eines Gases
von Molekiilen.

1.5.1 Harmonischer Oszillator im Wiarmebad

Wir betrachten zuerst einen einzelnen 1-dimensionalen harmonischen Oszillator. In der
klassischen Behandlung ist das Energiespektrum E > 0 kontinuierlich, wéhrend in der
quantenmechanischen Behandlung die Energieniveaus Fy,k = 0,1,... diskrete Werte
annehmen, d.h. quantisiert sind, und wegen der nichtverschwindenden Grundzustands-
energie Fy > 0 gilt. Konkret haben wir

1
Ek:(k+§)e, e=hv, k=0,1,2,...,

wobei h = 4.1-1071 eV -s das Planksche Wirkungsquantum und v die Schwingungsfre-
quenz des Oszillators ist.

Beispiel: O2-Molekiil, Schwingungen léings der Verbindungsachse:

v=047x10"s7! = " =3x1020J~02eV=8-kp-300°K,
wobei kg = 0.9 x 1071 eV /°K die Boltzmann-Konstante ist.

Fiir unser Modellsystem nehmen wir nun an, dass eine Wechselwirkung zwischen dem Os-
zillator und einem unendlich grossen Wiarmebad stattfindet. Konkret kénnte das Warme-
bad aus harmonischen Oszillatoren bestehen und die Wechselwirkung findet durch Ener-
gieaustausch beim Zusammenstoss unseres Oszillators mit Oszillatoren im Wirmebad in
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festen Zeitabstdnden statt. Tatsdchlich ist der exakte Mechanismus der Wechselwirkung
unbedeutend, nur der Energieaustausch mit dem Wérmebad ist relevant.

Der Energieaustausch beim einzelnen Zusammenstoss findet nach folgenden Regeln statt:

mit Wahrscheinlichkeit g¢: k - k+1 (k=0,1,...)
mit Wahrscheinlichkeit 1 — g¢: k - k-1 (k=1,2,..)
(k=0 — k=0

Diese Regeln koénnten etwa so zustande kommen, dass das Warmebad aus Molekiilen
mit zwel Zustdnden der Energie 0 und e besteht, wobei ein Bruchteil ¢ der Molekiile
im Zustand mit der Energie € sind. Demnach beschreibt ¢ also eine Eigenschaft des
Waérmebades.

Nun moéchten wir die Wahrscheinlichkeiten pi berechnen, den Oszillator in seinen Zustéan-
den k anzutreffen (im Limes von n — oo Zusammenstossen). Dazu nehmen wir an, dass
die Zahl der Ubergiéinge k — k + 1 im Mittel gleich der Zahl der Uberginge k + 1 — k
sein muss, damit sich das System im Gleichgewicht befindet. Formal ausgedriickt ergibt
dies die Gleichgewichtsbedingung oder Bedingung fiir Stationaritit:

q-pr=(1—-9) Pry1, k=0,1,....

Aus der Gleichung wird sofort ersichtlich, dass

Pk+1 q _
— = = =r,
pr (1—4q)
d.h. die Wahrscheinlichkeiten pj, bilden eine geometrische Folge mit p ~ 7*. Aus der
Normierung
oo oo 1
_n Lk _ k_ _
pp=N-r — Zpk—NZr _Nl—r_l
k=0 k=0
folgt nun

pr=(1—7r)-r".

Bei der Herleitung haben wir allerdings angenommen, dass die geometrische Reihe ), rk
konvergiert. Dies bedingt < 1 und damit ¢ < 1/2. Das bedeutet fiir das Wiarmebad,
dass die Wahrscheinlichkeit Energie an den Oszillator abzugeben kleiner ist als die Wahr-
scheinlichkeit Energie von ihm aufzunehmen.

Finige Bemerkungen zum Modell:



1 FEinleitung

e Das System ist damit statistisch beschrieben. Der Anfangszustand und die exakte
Dynamik der Zusammenstosse miissen nicht genau bekannt sein.

e Aus der Quantenmechanik haben wir das diskrete Energiespektrum iibernommen.
Informationen zu den Zustinden (Wellenfunktionen) sind nicht nétig.

e Die mittlere Energie (makroskopische Grosse) hat einen festen Wert:

E=(E) - Zpk Ek—Za—r)r’f‘(m%)e
k=0
= 262pk+(1—r)ekz_0r;rk

1 0 — 4
= §€+ 1_T arkz:or

B 1+r
B CRE YA

e Der momentane Energiewert E fluktuiert um den Mittelwert E = (E).

e Der Grundzustand k = 0 ist der wahrscheinlichste (vgl. ¢ < 1/2).

e In unseren Betrachtungen haben wir implizit angenommen, dass die Verteilung der
Energie der Molekiile im Warmebad unabhéngig ist vom Zustand des Oszillators.
Dies erfordert ein unendlich grosses Wirmebad.

e Ein detailliertes Modell des Wéarmebades ist nicht n6tig. Die Statistik des Oszilla-
tors ist unabhéngig von der Natur des Warmebades.

e Wie schon erwéhnt beschreibt der Parameter ¢ (bzw. r) eine Eigenschaft des
Wairmebades. Der Wert hiangt von der Temperatur 7' des Warmebades ab. Den
genauen Zusammenhang mit 7' werden wir spater im Detail untersuchen.

1.5.2 Gas von Molekiilen

Als Néchstes betrachten wir ein System aus N > 1 voneinander unterscheidbaren Mo-
lekiilen, welche wir mit a = 1,..., N nummerieren. Jedes der Molekiile hat das selbe
diskrete Energiespektrum Ep = k, £k = 0,1,.... Wiederum findet eine Wechselwirkung
zwischen den Molekiilen durch Energieaustausch statt. Fiir ein zufillig gewihltes Paar
(o, f) mit Energie (kq, kg) gelten die Regeln

(k‘a, kﬂ) — (k‘a -1, kﬁ + 1), k‘a >0,
(ka, kﬁ) — (ka, /65) ka =0.

Dadurch ist garantiert, dass die Gesamtenergie des Systems erhalten bleibt. Wiederum
fragen wir uns, wie die Energiezustédnde statistisch verteilt sind. In diesem Fall ist eine



1.5 Illustration anhand zweier Modellsysteme

analytische Herleitung der Energieverteilung vorerst nicht moéglich, aber eine numerische
Simulation des Systems ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand (vgl. Abbildun-
gen [1.5.1) und [1.5.2)) ergibt eine Exponentialverteilung

—AE
br=a-e¢ k7

wobei a durch die Normierung und A durch die (erhaltene) Gesamtenergie und die Anzahl
Molekiile im System bestimmt ist.

Ubung: Berechne die Parameter a und X\ der Exponentialverteilung py = a - e k.
Benutze dazu die Energieerhaltung.
Der Parameter a ist durch die Normierung bestimmt. Mit E; = k haben wir
pr = ae~** und damit
Zpkza (e_k) = a3 —~ =1 = a=1-—e.
k=0 k=0 — e

Der Parameter A kann aus der Energieerhaltung bestimmt werden. Die Gesamt-
energie Fiot = N - E sei vorgegeben. Dann folgt daraus

E = ZEk'pk
k=0
_ -2 _ _ -k
= aZk(e ) =a < 8)\>€
= k=0
_ O\ o= o) 1
= ()= a) o
k=0
-
— 1 7)\: e
(1—e )2 1—e A

Diese Gleichung kénnen wir nun nach A auflésen und erhalten so

E 1
er=—"—= = )\zln[1+].
1+ F E
Ubung: Zeige, dass die Verteilung p;, ~ e *P% die Bedingunyg fiir Stationaritit, d.h. die
Gleichgewichtsbedingung, erfiillt.

In den folgenden Kapiteln werden wir uns nun grundlegende Konzepte erarbeiten, welche
es uns ermoglichen, die eben hergeleiteten Verteilungen besser zu verstehen und vor allem
Verteilungen von realistischeren und allgemeineren physikalischen Systemen herzuleiten.
Bevor wir dies tun, wollen wir jedoch in einem Zwischenkapitel zuerst kurz ein paar
niitzliche Begriffe der elementaren Statistik rekapitulieren.



1 Einleitung

Anfangszustand W =0

15 > E]

W =4N W = 50N

Abbildung 1.5.1: Wahrscheinlichkeitsverteilung der Energiezusténde fiir ein System aus
N = 10000 Molekiilen nach jeweils W Wechselwirkungen pro Mo-
lekiil. Im Anfangszustand sind die Energien der Teilchen im Bereich
E; € [0,1,...,9] gleichverteilt. In der letzten Figur zeigt die Linie die
theoretische Exponentialverteilung mit A = In(1 + 1/E), E = 4.5.
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1.5 Illustration anhand zweier Modellsysteme

8 10

Anfangszustand W =0

10

15 3 E E3

W = 10N W = 50N

Abbildung 1.5.2: Wahrscheinlichkeitsverteilung der Energiezustédnde fiir ein System aus
N = 10000 Molekiilen nach jeweils W Wechselwirkungen pro Molekiil.
Im Anfangszustand ist die Energie jedes Teilchens genau Ej = 5. In der
letzten Figur zeigt die Linie die theoretische Exponentialverteilung mit
A=In(1+1/E), E = 5.0.

11






2 Begriffe der elementaren Statistik

In den folgenden Abschnitten rekapitulieren wir kurz einige Begriffe der elementaren
Statistik, insbesondere werden wir uns auch mit dem zentralen Grenzwertsatz beschéfti-
gen.

2.1 Zwufallsvariable

Wir betrachten zuerst unabhingige Realisierungen gleichartiger Systeme, z.B.
a) geworfene Miinze,
b) gemischtes Jasskartenset,

c) kanonische Gesamtheit von Wasserstoff-Atomen, bzw. ein Wasserstoff-Atom im
Wirmebad bei gegebener Temperatur.

In jeder Realisierung i = 1,2,... kénnen wir nun eine physikalische Grosse x messen,
z.B.

a) x: Kopf, Zahl,
b) x: Position der Karte Herz Ass im Jasskartenset,
c) z: Energie des Wasserstoff-Atoms oder Abstand Elektron-Proton,

so dass sich eine Folge z; der Messresultate ergibt. Da der Wert von x im einzelnen Fall
a priori unbekannt ist, nennt man x eine zuféllige Grosse oder Zufallsvariable. Allerdings
ist in der Regel die Wertemenge sowie eventuell die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Werte bekannt, z.B.

a) Miinze: Kopf/Zahl sind gleichwahrscheinlich,
b) Jasskarten: jede Position ist gleichwahrscheinlich,
c) H-Atom: Wahrscheinlichkeitsverteilung von der Temperatur abhéngig.

Bei den Wahrscheinlichkeitsverteilungen unterscheiden wir zwischen kontinuierlichen und
diskreten Verteilungen. Eine kontinuierliche Verteilung ist durch eine Dichtefunktion
f(z) beschrieben. Die Wahrscheinlichkeit, die Zufallsvariable z im Intervall [z, x + dx]
zu finden, ist dann durch dz f(z) gegeben:

dzx f (x) = Wahrscheinlichkeit = € [z, x + dz] .

13



2 Begriffe der elementaren Statistik

f(x)

F(x)

Abbildung 2.1.1: Beispiel einer Dichtefunktion f(x) und der zugehorigen Verteilungsfunk-
tion F'(x').

Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, z in [x1, z2] zu finden, durch

x2

P(x1 <z < x9) :/ dx f(zx)

1

gegeben. Die Normierung der Verteilung, bzw. der Dichtefunktion, ist durch [ dzf(z) =
1 bestimmt, wobei die Integration iiber den gesamten Wertebereich der Zufallsvariable
fiihrt.

Die Dichtefunktion definiert auch die sogenannte Verteilungsfunktion F,(z') = F(z'),
im Physik-Jargon meistens kumulierte Wahrscheinlichkeit genannt. Sie gibt die Wahr-
scheinlichkeit an, dass die Zufallsvariable einen Wert x < 2/ annimmt, d.h. P(z < z/)
oder

I/
F(2') = / dxf(x).
—0o0
Fiir die kumulierte Wahrscheinlichkeit gilt, dass F'(—oo) = 0 und F(oco0) = 1. Der Zu-
sammenhang zwischen der Dichtefunktion und der Verteilungsfunktion ist in Abbildung

BT illustriert.

Fine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist durch die Angabe der moglichen Werte
xr, und deren Wahrscheinlichkeiten py definiert, d.h. P(x = x) = pg. Die Normierung
ist durch >, pr = 1 festgelegt. Die Verteilungsfunktion F(z’) = P(z < z’) ist dann

14



2.1 Zufallsvariable
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Abbildung 2.1.2: Beispiel einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung und der zugehori-
gen Verteilungsfunktion.

durch

F(a') = Z Dk

T <z’
gegeben. Die Verteilungsfunktion besitzt Unstetigkeitsstellen bei zj, wo die Funktion
jeweils um den Wert pg springt. Der Zusammenhang ist in Abbildung illustriert.

Schliesslich halten wir noch fest, dass eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung als ein
Spezialfall einer kontinuierlichen betrachtet werden kann. Dabei gilt

fl@) = > pe-dle—a),
k

F(2') = Zpkﬂ(a:—xk).
k

Es folgen noch einige Bemerkungen:

e Wir haben die Sprachregelung aus der Statistik verwendet. In der Physik werden
h#ufig die folgenden Ausdriicke verwendet:

f(z) = Wahrscheinlichkeitsdichte,

F(2') = kumulative Verteilung.
e Eine endliche Zahl von Messwerten x1, xa, ..., zxN legt f(z) bzw. F(2') nicht exakt

fest. Die Messreihe stellt nur eine Stichprobe dar, aus der die Eigenschaften von
f(z) und F(2') geschiitzt werden kénnen.

15



2 Begriffe der elementaren Statistik

e Wir konnen eine abgeleitete Zufallsgrosse als Funktion einer Zufallsvariablen x
definieren, z.B.
Ty — Yp = sinxg .

Dann ist die neue Variable y wiederum eine Zufallsvariable, allerdings in der Regel
mit einer anderen Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beispiel: He-Atom in der Luft:

x . Geschwindigkeitsbetrag |0],

y : kinetische Energie Ey;, = %mh‘)’ 2.

16



2.2 Parameter einer Verteilung
2.2 Parameter einer Verteilung

In diesem Abschnitt rekapitulieren wir kurz die wichtigsten Parameter, welche eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung beschreiben.

e Erwartungswert oder Mittel von z, erstes Moment der Verteilung:

x—/dxf(x)x.

Wie iiblich 1duft das Integral iiber den gesamten Wertebereich der Zufallsvariable.
2

()

e Erwartungswert von x~, zweites Moment der Verteilung;:

(2?) = 22 = /dxf(x)xQ.

e Standardabweichung oder Varianz einer Verteilung (alternativ: Streuung, Fluktua-
tion):

(Az? = / drf(z) (z — ()
= ) - ()

e Fiir eine diskrete Verteilung wird die Bedeutung der obigen Grdssen besonders
klar:

(@) = Y pr-a,
k

<JZ‘2> = Zpk : sza
k

(Az)? = Y pr- (ke — (2)* = (%) — (@)%

k

Damit die Grossen iiberhaupt definiert sind, miissen die Verteilungen gewisse Konvergenz-
Bedingungen erfiillen (d.h. die Integrale/Summen miissen existieren). Die Grossen (z), (z2)
und Ax kénnen durch eine Stichprobe mit den Messwerten x1,...,xn abgeschitzt wer-
den:

1 121
(@*)s = N;$?7
;N
@0 = Fog X (w= lo)s)’

17



2 Begriffe der elementaren Statistik

In der letzten Gleichung wird nur durch N — 1 dividiert, weil einer der NV Freiheitsgrade
schon durch die Bildung von (z)g “verbraucht” ist. Die Schitzungen sind erwartungstreu,
d.h. bei der Mittelung iiber (unendlich) viele Schitzwerte konvergieren die Schitzungen
gegen (z), (z2), (Az)%

Schliesslich definieren wir noch die Entropie S einer Verteilung, auf deren Bedeutung
wir in Kapitel ] noch niher eingehen werden:

s = - [def@)nfe),

S = —Zpkzlﬂpk-
k

18



2.3 Spezielle Verteilungen

2.3 Spezielle Verteilungen

Im Folgenden diskutieren wir einige der bekanntesten Verteilungen und ihre Parameter.

2.3.1 Gleichverteilung in [a, b]

Eine Gleichverteilung im Intervall [a,b] (oder auf diskreten Werten) ist in Abbildung

2.3l illustriert.

f(x)

U(b-a)

Abbildung 2.3.1: Gleichverteilung im Intervall a, b.

Die Wahrscheinlichkeit

fz) = ﬁ vz € [a, )]

eines jeden Wertes im Intervall ist durch die Normierung gegeben:
b

b
1 1
- 2| =1
/adxb—a T v

a

Der Mittelwert von x und 22 sowie die Varianz sind durch

(£) = sla+h),
(z?) = %(az—i-ab—i-bz),

a—b)2

(Az)? = (12b)

19



2 Begriffe der elementaren Statistik

gegeben.

Ubung: Leite die oben angegebenen Ausdriicke her.

Beispiele:

1) Ort eines Teilchens in einem idealen Gas,

2) Augenzahl eines geworfenen Wiirfels.

2.3.2 Normalverteilung N(xg, o)

Die Normalverteilung ist eine kontinuierliche Verteilung, welche auf der gesamten reellen
Achse [—00, 00| definiert ist, sieche Abbildung

f(x)

Abbildung 2.3.2: Normalverteilung.

1
Normalverteilung:  f(z) =
V2ro

e—(x—x0)2/202 )

Es ist einfach zu iiberpriifen, dass die Verteilung mit dem gegebenen Vorfaktor richtig

normiert ist:
“+00

/ def(x)=1. v

—00

20



2.3 Spezielle Verteilungen

Der Mittelwert von x und 2 sowie die Varianz sind durch

<$> = Zo,
<332> = 02 + x(Q)’
(Az)? = o2

gegeben. Die kumulative Normalverteilung ergibt

/

) = [ defo)

—00

1 (z'—=z0) /o

= \/27/ dZG_ZZ/Q
T J—00

o ' — xp
pu 5

wobei ®(z) die sogenannte Fehler- oder Errorfunktion ist. Fehler werden haufig in Ein-
heiten von ¢ angegeben. Die Bruchteile normalverteilter Werte innerhalb von symmetri-
schen Intervallen um x(y betragen:

zo+1o: 06827 < &(1)=0.84135,
z0+20: 09545 < B(2)=0.97725,
z0+30: 09973 < B(3) = 0.99865.

Die geraden Momente (x?") der Verteilung verschwinden nicht und kénnen einfach be-
rechnet werden:

1 e 2
22— dze™? /21,211
< > \/27T /oo
= 1:3-...-(2n—1)=(2n— 1

Schliesslich notieren wir noch die folgende niitzliche Formel

/dze—A22+Bz _ /%632/4,4.

2.3.3 Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung ist eine kontinuierliche Verteilung fiir x > 0 mit einem Para-
meter .

Ly

Exponentialverteilung:  f(x) = 0(x) 3

21



2 Begriffe der elementaren Statistik

Der Erwartungswert der Verteilung ist
+00 1
(z) = / dazxe_‘””:c =
0

und die Varianz betragt
Ax = \.

Damit ist die relative Schwankung Az /(z) = 1, also immer gleich gross, d.h. unabhéngig
von A.

Beispiele:
1) Lebensdauer eines instabilen Teilchens (Zerfall),
2) freie Weglinge eines Gas-Molekiils in einem klassischen idealen Gas.

Ganz allgemein gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis im Intervall [z, z + dx]
eintrifft, falls es bis  noch nicht eingetreten ist,

dp =dx/\.

Falls A unabhéingig von x ist, dann ist die resultierende Wahrscheinlichkeitsverteilung
eine Exponentialverteilung. Zum Beweis berechnen wir zuerst die Wahrscheinlichkeit,
dass das Ereignis bis zum Zeitpunkt = nicht eingetreten ist:

G(z)=1-F(x).

Nun kénnen wir folgende Differentialgleichung fiir G(z) aufschreiben:
1
dG(x) = —de -G(z) firxz>0.

Dabei entspricht der erste Faktor auf der rechten Seite der Wahrscheinlichkeit, dass das
Ereignis jetzt im Intervall [z, z + dx] eintritt, und der zweite Faktor der Wahrschein-
lichkeit, dass das Ereignis bisher noch nicht eingetreten ist. Mit der Anfangsbedingung
G(0) =1, welche aus F'(0) = 0 folgt, ist die Losung

G(z) = e @/

eindeutig festgelegt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte berechnet sich schliesslich geméss

dG(x) 1 .
f(zx) T )\e , >0

2.3.4 Poissonverteilung

Die Poissonverteilung ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber den Werten
x=0,1,..., welche von einem Parameter ¢ > 0 abhingt.

22



2.3 Spezielle Verteilungen

1
Poissonverteilung: p, = e_q—'q‘%7 x=0,1,....
x!

Der Faktor e~ ist der Normierungsfaktor, welcher garantiert, dass ) >- ;p, = 1. Abbil-
dung illustriert einige Beispiele von Poissonverteilungen.

02 . . T . . . 015

T ] * =

0.15— —

01— —

2 o1t — z

0l T T

0.08— —

(x)
f(x)

0.02— —

(c) (x) =20,Ax/ (z) = 0.22 (d) (x) =100, Az/ (z) = 0.10

Abbildung 2.3.3: Beispiele von Poissonverteilungen und deren Approximationen durch
entsprechende Normalverteilungen.

Erwartungswert und Varianz der Verteilung sind durch

[e%}
=0

(Az)* = Y ple—q)’=q=(x)
z=0
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2 Begriffe der elementaren Statistik

gegeben. Daraus wird ersichtlich, dass die relative Schwankung mit wachsendem Erwar-
tungswert abnimmt:

g: ! — 0 fir (z)— 0.

() (z)

Die Poissonverteilung kann durch eine Normalverteilung approximiert werden:

1
2mq

o (-0)2/2

Pz =

7

Aus Abbildung wird ersichtlich, dass die Approximation fiir ¢ 2 10 schon eine
relativ gute Ndherung an die Poissonverteilung darstellt.

Die Poissonverteilung kommt dann zur Anwendung, wenn die Anzahl unabhingiger Er-
eignisse in einem Intervall gefragt ist.

Beispiele:

1) Gesamtheit von Zerfallspriparaten:
= Anzahl Zerfille in gegebenem Zeitintervall At,

2) Einzelnes Zerfallspriparat:
= Anzahl Zerfélle in aufeinanderfolgenden Zeitintervallen At (falls die Quell-
stéirke konstant bleibt),

3) Anzahl Teilchen in einem offenen Teilsystem eines diinnen, idealen Gases bei
gegebenem chemischen Potential,

4) Anzahl Regentropfen pro Sekunde auf ein gegebenes Flichenstiick (falls der
Regenfluss homogen und stationér ist).
2.3.5 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche durch zwei
Parameter N und p beschrieben ist.

Binomialverteilung: Wy (n) = p(1 — p)V ™" ( ]X ) .

Eine Realisierung dieser Verteilung ist zum Beispiel durch die Wahrscheinlichkeit gege-
ben, dass bei N-maligem Werfen einer (verbogenen) Miinze n-Mal die Zahl auftritt. Der
Binomialfaktor zihlt entsprechend die Anzahl Moglichkeiten, bei N Wiirfen n-mal die
Zahl zu haben.
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2.3 Spezielle Verteilungen
Die richtige Normierung lisst sich einfach mithilfe des Binomialsatzes zeigen:

i;]WN(n) i})pn(l -p)N" ( ]X >

= p+ra-p)¥=1. v

Der Mittelwert lisst sich wie folgt berechnen,

zi;]n-WN(n) = an ”<]T\Z>

papp q

- azpwn( )

9 N
= pg, 0T sy

N—l’

q=1-p

= pN (p+q)
= pN,

g=1-p

wihrend die Varianz 0% = (n?) — (n)? mithilfe von

il N
:Zon2‘WN(n) = pa pa ZP"N ”<n>

g=1-p

= sz2 + Np(1—p)

den Ausdruck
o® = Np(1 —p)

ergibt.
Es ist niitzlich, die folgenden zwei Grenzfille der Binomialverteilung zu kennen:

1) N — oo,p — 0, wobei der Erwartungswert ¢ = N - p konstant gehalten wird:

~4"

— Poissonverteilung P(n) =e '
n!

Der Beweis kann wie folgt gefithrt werden:

watn) = (4" (- ( N )

N N o
v N—oo
N—oo _ N—oo — 1
— e 4 — 1
1
= q"e 1—.
n!
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2 Begriffe der elementaren Statistik

2) N > 1, p nicht nahe bei 0 oder 1, damit Np > 1 und N(1 —p) > 1:

L w2202

—> Normalverteilung P(n) ~
2o

wobei p = Np und 0% = Np(1 — p).

Ubung: Zeichne und vergleiche Binomial-, Poisson- und Normalverteilung fir N = 25
und p = 0.25.

2.4 Bedeutung der Normalverteilung in der Physik

Die Normalverteilung ist in der statistischen Physik von zentraler Bedeutung. Physika-
lische Grossen sind oft normalverteilt.

e Die Komponenten der Geschwindigkeit eines Molekiils im diinnen idealen Gas fol-
gen der Maxwellverteilung.

e Die Anzahl Teilchen in 1 mm? Luft folgt der Poissonverteilung, bzw. mit der im
vorhergehenden Abschnitt diskutierten Niherung der Normalverteilung.

e Die elektrische Spannung iiber den Endpunkten eines offenen Widerstandes (Rausch-
spannung) ist normalverteilt.

Es gibt aber auch viele Beispiele, in denen die auftretenden Wahrscheinlichkeiten nicht
normalverteilt sind:

e Die Energie eines Molekiils im Wéarmebad bei gegebener Temperatur,

e die Komponenten der Geschwindigkeit von Teilchen eines idealen dichten Gases,
z.B. der Leitelektronen eines Metalles,

e die Verteilung der ersten Ziffer der in der Natur vorkommenden Zahlen (Ben-
son’sche Verteilung), und

e die Wahrscheinlichkeiten von aussergewthnlichen Ereignissen, z.B. im Finanzsek-
tor.

Trotzdem nimmt die Normalverteilung eine besondere Rolle in der statistischen Ther-
modynamik ein. Wenn wir Grossen betrachten, welche durch eine Summe vieler un-
abhéngiger, zufilliger Betrige zustande kommen, dann sind sie wegen des zentralen
Grenzwertsatzes normalverteilt.

Eine weitere, zentrale Eigenschaft der Normalverteilung ist die folgende. Unter allen
Verteilungen mit gegebenem (z) und Az ist die Entropie

S = —/da:f(:x)lnf(:n)

fiir die Normalverteilung maximal.
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2.4 Bedeutung der Normalverteilung in der Physik

Beispiel: Rauschspannung U iiber einem offenen Widerstand mit (U) = 0, AU =
AU (T). Die Spannung zu verschiedenen Zeitpunkten ist normalverteilt und besitzt
maximale Entropie S.
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2 Begriffe der elementaren Statistik
2.5 Mehrere Zufallsvariablen

Haufig hat man es auch mit mehreren Zufallsvariablen zu tun, welche miteinander ver-
kniipft sind. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns deshalb kurz mit einigen Begriffen,
welche in diesem Zusammenhang auftreten.

Beispiele von unter Umstédnden voneinander abhéngigen Zufallsvariablen sind

e die Messung der Teilchenzahl N und der Energie F in einem makrokanonischen
Ensemble,

e die Geschwindigkeitskomponenten v, und v, eines zuféllig gewdhlten Atomes in
fliissigem Helium bei gegebener Temperatur 7T

Wie zuvor bildet eine Folge von Paaren von Messwerten
(.ZE, y)b (ZZ‘, y)27 s

eine Stichprobe der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen z und y. Dabei
bildet das Paar (z,y) eine vektorielle, zweidimensionale Zufallsvariable oder -grosse. Die
Wahrscheinlichkeit, das Paar (x,y) in den Intervallen [z, x+dz] bzw. [y, y+dy] zu finden,
ist dann durch f(z,y) dz dy gegeben:

f(z,y) dx dy = Wahrscheinlichkeit = € [z,z + dz] Ay € [y,y + dy] .

Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, x in [z1, 23] und y in [y1,y2] zu finden durch
@ Y2
Plo € loraa Ay € o) = [ do [ dy fay)
1 Y1

gegeben. Die Normierung der Verteilung, bzw. der Dichtefunktion f(z,y), ist durch
[ dzdyf(z,y) = 1 bestimmt, wobei die Integration iiber den gesamten Wertebereich der
Zufallsvariablen x und y lauft.

Zwei Zufallsvariablen sind unabhingig voneinander, falls
flz,y) = fo(z) - fy(y) <=,y unabhingig.

Es folgen einige Bemerkungen zur Unabhéngigkeit zweier Zufallsvariablen:

e Sind zwei Zufallsvariablen unabhéngig voneinander, dann gilt
(z-y) = /dwdyf(w,y)x-y
= () ().

e Die Maxwellverteilung
Fay) ~ )20

ist die einzige kreissymmetrische Verteilung zweier unabhéngiger Zufallsvariablen.
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2.5 Mehrere Zufallsvariablen

e Die Fermi- und Bose-Verteilungen freier Teilchen im idealen Gas bei Temperatur
T und chemischem Potential p in quantenmechanischer Behandlung lauten

—1
FWa,py,pz) ~ | THEET L1 e = (p2 4 p2 +p2)/2m.

Daraus ist ersichtlich, dass die Impulskomponenten p;, p, und p. nicht unabhéngig
voneinander sind.

2.5.1 Korrelation
Die Abhéngigkeit von Zufallsvariablen wird mithilfe der Korrelation (oder Kovarianz)

quantifiziert. Dazu betrachten wir zuerst zwei Zufallsgrossen x, y iiber einer Gesamtheit
(Realisierung einer Verteilung) mit

Beispiele:

1) Maxwellverteilung in zwei Dimensionen:

— flx,y) ~ e @HY)/207

2) Koordinaten eines zufillig auf das zweidimensionale Gebiet G = {(z, y); 2% +
y? < 1} geworfenen Punktes:

— Variablenpaar (z, y) auf G gleichverteilt.

3) z,ye {-1,+1} = {(-1,-1),(—1,41),(+1,-1),(+1,+1)}:

— p = 1/4fiir jede der vier Kombinationen .

4) Wie 3), aber mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten fiir die Kombinatio-

nen:
p(—1,-1) = 0.3,
p(—=1,+1) = 0.2,
p(+1,-1) = 0.2,
p(+1,+1) = 0.3.

z.B. die z-Komponente des magnetischen Moments zweier benachbarter Ato-
me im Gitter eines Ferromagneten.

Die Kovarianz (in der Physik hiéufig Korrelation genannt) zweier Zufallsvariablen ist nun
wie folgt definiert:

(x‘y>=/dwdyf(x,y)w-y-
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2 Begriffe der elementaren Statistik

Zwei Zufallsgrossen x und y sind unkorreliert, falls (z-y) = 0 (unter der Voraussetzung,
dass (z) = (y) = 0).

Es ist dabei zu beachten, dass unkorrelierte Gréssen nicht unbedingt unabhéngig sein
miissen:

x,yunabhingig = (zy)=0 (falls (x) = (y) =0),
(xy) =0 # x,y unabhingig,
(xy) #0 = x,y nicht unabhingig.

Beispiele: Wir betrachten die beiden vorhergehenden Beispiele 3) und 4):

3) (z) =0,(y) =0, (xy) = 0:
— x,y unkorreliert.

Tatséchlich sind z,y unabhéngig:

py) = pe(lpyly) mit pale) = S0 5o~ o)
ro==+1
und p,(y) analog.
4) (x) =0, (y) =0, aber
(zy) = 0.3-(+1)+0.2-(=1)+0,2-(—1) + 0.3 (+1)

= 0.2,

weshalb z,y korreliert und voneinander abhéingig sind.

2.5.2 Summe von unabhingigen Zufallsvariablen

Es seien zwei unabhéngige Zufallsvariablen z,y mit Dichtefunktionen f,(z) und f,(y),
sowie zwei Konstanten a, b gegeben. Dann ist

z=ax+ by

eine neue Zufallsvariable. Man betrachtet zum Beispiel eine Stichprobe, d.h. eine Folge
von Messungen (z, yx) und leitet daraus eine neue Grosse

zr = axy + byg
ab. Der Erwartungswert der neuen Zufallsvariablen ist durch

(2) = alz) + bly),
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2.5 Mehrere Zufallsvariablen

die Varianz durch
(A2)? = a(Az)? + F(Ay)?

und die Dichtefunktion durch
ﬂ@:/mwnw@@&wwm+m>

gegeben.

Beispiele:
1) Fehlerfortpflanzung unabhéngiger Fehler,
2) z=z—y,Ar=Ay=1 = Az=+/2.
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2 Begriffe der elementaren Statistik
2.6 Der zentrale Grenzwertsatz

Wir betrachten im Folgenden eine Reihe s1, s, ... von unabhéngigen Zufallsgréssen mit
den Verteilungen wj;(s;), so dass (s;) und (As;)? # 0 existieren. Wir kénnen nun eine
neue Zufallsvariable geméss

N

N
1
z= Z S; oder alternativ z = \/—N Z S;
=1

=1

bilden. Der Satz von Lindeberg-Lévy (manchmal auch -Lyapunov oder -Feller) besagt
nun:

Fiir N — oo strebt die Verteilung von z gegen eine Normalverteilung
N—oo
P(z) — N((2),0.),

wobei (z) = Zfi1<5@> und 02 = Zi]il(Asi)Q = (Az)2

Beispiel: Spannung Uxp iiber einem offenen Widerstand:

UaB
A o——m8 ——e B

Thermische Fluktuationen erzeugen ein elektrisches Feld E mit der z-Komponente
E,(x). Stellen wir uns nun die Lénge des Widerstandes in viele Abschnitte Ax;,i =
1,2,... unterteilt vor, und bezeichnen mit E; das Mittel von F, im Abschnitt 7.
Dann kann die Rauschspannung als

B
Usp = / dzEy(x) = Z Az; - E;
A i

geschrieben werden. Der zentrale Grenzwertsatz besagt nun, dass die Spannung
Uap normalverteilt ist (solange die E; voneinander unabhéngig sind).

Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt zum Beispiel das Gesetz der grossen Zahl, welches
besagt, dass sich die relative Schwankung des Erwartungswerts wie

Az

=2~ o

) )

L
VN

verhilt. Die Tatsache folgt aus
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2.6 Der zentrale Grenzwertsatz

Az £1(A3i)2_ O(N)

und damit

(2) Tl OWN) -
Fiir den Spezialfall w;(s) = w(s), d.h. gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilungen, gilt
(i) = (s),  (Asi)* = (As)?

und damit
(z) = N(s), o?=N(As)?
sowie g ) N ) EL
(z)  N{s) (VN
Beispiele:

1) Wir betrachten N = 10?® Atome eines Gases in einem abgeschlossenen Ka-
sten. Die Energie ¢; des i-ten Atoms sei geméss

ple) e—€i/ksT

verteilt. Die Energie eines einzelnen Teilchens ist relativ unbestimmt:

e = O(kgT) } . g

Ae = O(kpT) =0,

€

wihrend die Gesamtenergie E' = ) ¢; sehr scharf definiert ist:

AE Ae 1
—ae Tei - 0(10_12) .
E € VN
Dieses Resultat kann folgendermassen interpretiert werden. In einem (abge-
schlossenen) System mit so vielen Teilchen entspricht die Vorgabe der Tem-
peratur (Wirmebad) der Vorgabe der Energie.

2) Wir betrachten die Schwingungen einer Uhr mit Periode ¢ und einer Unge-
nauigkeit von 1%:
At
= — =
t
d.h. die einzelne Schwingungsperiode t; schwankt um ¢ mit der Schwankung
At. Beim Messen eines Zeitintervalls

1072,

N
T = Z ti
i=1
ergibt sich daraus ein Fehler
AT ~ At-VN.
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2 Begriffe der elementaren Statistik

Die relative Ungenauigkeit ist dann durch

AT _ At 1
T t+N

gegeben. Aus diesem Resultat liasst sich ableiten, dass eine Quarzuhr 100 Mal
genauer ist als eine Uhr mit Unruhe, da der Quarzkristall 10* Mal schneller
schwingt als die Unruhe.

2.6.1 Herleitung des zentralen Grenzwertsatzes

In diesem Abschnitt leiten wir den zentralen Grenzwertsatz her. Dazu gehen wir in drei
Schritten vor. Zuerst berechnen wir den Mittelwert der im Limes N — oo resultierenden
Verteilung, danach die Schwankung und anschliessend die Verteilung selbst. Schliesslich
diskutieren wir noch den Giiltigkeitsbereich des Satzes.

1) Mittelwert:

N 00 00
(z) = <Z‘S’>:/ dslwl(sl).../ dsy wy(sy)(s1+ s2+ ...+ sN)

i=1 - —00
= / ngwg(Sg).../ dSNwN(SN) (<81>+82+...+SN)

2) Schwankung;:

(Az)2 = ((z— <z))2) = / ds;wi(s1) .. / dsy wn(sn) (2:(5Z — (sl>)>

00 0o N NZ 1
= / dsiwi(s1) - / dsywn(sn) > (si— (si)) > (85— (s;))
—00 —o0 =1 Jj=1
00 00 N N
= / ds .. / dsywn(sn) Q> (si— ()2 + ) (i — (s:))(s5 — (s;))
—o0 —o0 i=1 i#j

Der zweite Term in der geschweiften Klammer verschwindet, da [ ds; w;(s;) s; = (si).
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2.6 Der zentrale Grenzwertsatz

Damit bleibt fiir den ersten Term
o0 [ee]
(Az)? = / dsq .. / dsy wy(sn) {(s1— (s1)2 + ... (55 — (s))?)}

wie oben
N

= > (As)’.

=1

3) Verteilung:

Um die im Limes N — oo resultierende Verteilung herzuleiten nehmen wir an, dass alle
Momente (s?') = [ ds; s? w;(s;) existieren. Nun schreiben wir zuerst die Wahrscheinlich-
keit auf, dass die zusammengesetzte, neue Zufallsvariable genau den Wert z annimmt:

P(z):/ dsl.../ dsy wn(sn) ZSZ
=1

—00 —0o0

Wegen der §-Funktion ist diese Wahrscheinlichkeit richtig normiert, [ dzP(z) = 1. Unter
Benutzung der Darstellung
1
6(z) = — / dk e~
27

konnen wir die Wahrscheinlichkeit P(z) folgendermassen schreiben:

2 / dk / dSl wl 81 / dSN wN(SN>€ik(81+...+SN)e—ikz
T

— dk / dsy wl(sl) iks1 / dsy wN(SN)eiksN ez

27T —00

N T2 dsiwi(sy)etksi=TIN  W;(k)
1

=5/ dk: —ikz TN Wi(k), (%)

wobei

Wi(k):/oodslwz( Z)( + iks; + !(iksi)2+...)

—0o0

=1+ik(s;) ——k2<s >
Nun nehmen wir den Logarithmus des Produkts

N
1nHiWi(k) = Zln 1+ik <31> - %kQ <822> ..

-~

Y
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2 Begriffe der elementaren Statistik

und benutzen In(1+vy) =y — % + ..., so dass

2
InTLW;(k) =ik Y (si) — %1& > (s + % D s+
=1 =1 =1
2 N
=1k (z) — k2 Z (<312> <51>2> +
=1
(A2)2

Schliesslich setzen wir dieses Resultat in () ein und erhalten durch quadratische Ergénzung

Tk eik(e)— 1R (A2)? ik

[e o]

P(z) =

_ \/176—<z—<z>>2/2mz>2
27(Az)? ’

d.h. die resultierende Verteilung ist tatséichlich eine Normalverteilung mit Mittelwert (z)
und Schwankung Az.

4) Giiltigkeitsbereich:
Um den Giiltigkeitsbereich des Satzes zu diskutieren, miissen wir die Entwicklung In[1 +

yl=y— % + ... des Logarithmus

N N 1
In[[Wi(k) =) In [1 + ik (s;) — 5/& (s} £.. ]
=1

i=1

<S::’L+1>k.n+1
)
n=0,1,.... Fiir z innerhalb (z) + O(Az) sind die k-Werte k oc A relevant. Dies folgt

aus der Tatsache, dass

ndher betrachten. Die Entwicklung ist nur dann moglich, wenn < 1 fir

/ dkexp{—ik (= — (2))} .
——
~Az
Somit haben wir
1 1
— X
Az vV INAs;

k o

und deshalb

syt ) 1 oL
R sy VNAs O(m>‘

Damit ist klar, dass der Fehler der Approximation im Grenzfall N — oo gegen 0 geht.

Uber den Giiltigkeitsbereich des Satzes fiir grosse (aber endliche) N lisst sich deshalb
Folgendes sagen:
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2.6 Der zentrale Grenzwertsatz

e Die Normalverteilung N((z),0,) ist iiber mehrere Standardabweichungen Az eine
gute Approximation zur tatséchlichen Verteilung P(z).

o Fiir |z — (z)|/Az gross ist P(z) < 1, also absolut gesehen sehr klein, so dass der
Fehler der Approximation von P(z) durch N((z), o) absolut sehr klein ist. Damit
ist aber iiber den relativen Fehler nichts gesagt, er muss nicht besonders klein sein.

Schliesslich kénnen wir zum besseren Verstédndnis der Herleitung in der Approximation
des Logarithmus nur den ersten Term betrachten und die Terme hoherer Ordnungen in
k vernachléssigen:

N

lnHWi(k) ~ ik (z) .

=1

Damit erhalten wir fiir die Verteilung

P =5 | "k exp (—ik(z — (2)) = 6(z — (=),

:% .

d.h. die Verteilung ist eine d-Funktion genau am Mittelwert (z) wéihrend andere Werte
nicht erlaubt sind. Daraus wird deutlich, dass in dieser Approximation die Schwankung
der Verteilung vernachléssigt worden ist. Die héheren Ordnungen sind also wichtig, um
die Schwankung der Verteilung richtig zu beschreiben. Fiir Vielteilchensysteme ist aber
auch diese grobe Approximation gar nicht so abwegig. Zum Beispiel ist fiir ein System
aus N ~ O(10%*) Teilchen die relative Breite der Verteilung von extensiven Grossen z

tatsdchlich sehr klein,

az L o2,

" VN
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3 Grundlegende Hypothese der
statistischen Thermodynamik

Im vorliegenden Kapitel werden wir uns
unter anderem mit der Temperatur T
und der Entropie S beschéftigen und
die mikroskopischen Definitionen dieser
beiden Grossen systematisch erarbeiten.
Historisch gesehen wurden die meisten
thermodynamischen Grossen, einschliess-
lich der Temperatur und der Entro-
pie, allerdings zuerst als makroskopische
Messgrossen definiert, wihrend die ent-
sprechenden mikroskopischen Bedeutun-
gen erst viel spéter verstanden wurden.
Als Beispiel mag die mikroskopische Be-
deutung der Wirme eines Gases als un-
geordnete Bewegung der Atome oder Mo-
lekiile dienen.

Im Zusammenhang mit diesen mikro-

skopischen Definitionen hat insbesondere

Ludwig Boltzmann (1844-1906) grosse Beitréige geliefert. Tatséchlich steht auf seinem
Grabstein im Wiener Zentralfriedhof die fundamentale Beziehung

S=kphhW

eingraviertﬂ Sie besagt, dass die Entropie S eines Makrozustandes proportional zum
natiirlichen Logarithmus der Anzahl W der zugénglichen mikroskopischen Zusténde ist.
Die Proportionalitédtskonstante wird zu Boltzmanns Ehren Boltzmann-Konstante kp ge-
nannt.

In der Boltzmann-Formel kommt der in der statistischen Thermodynamik benutzte An-
satz zur Beschreibung von Systemen schoén zum Ausdruck. Der Ansatz beruht auf der
Hypothese iiber die Wahrscheinlichkeiten der mikroskopischen Zusténde. Ausgehend von

"Wir werden an Stelle des Buchstabens W hiufig Q verwenden.
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik

der Quantenmechanik werden mithilfe der Quantenzustinde sogenannte Mikrozustdnde
definiert. Daraus lassen sich dann Makrozusténde ableiten, welche zu Gesamtheiten oder
Ensembles mit gegebener Energie E, Volumen V und Teilchenzahl N, z.B. W = Q =
Q(E,V, N), zusammengefasst werden kénnen. Uber S(E,V,N) = kgInQ(E,V, N) kann
schliesslich der Zusammenhang zwischen der Entropie und den Gréssen E,V und N
hergestellt werden. Zudem ist damit auch eine Definition der makroskopischen Grossen
S bzw. E durch die mikroskopischen Quantenzustinde gegeben.

Diese Bemerkungen sollen uns fiir den Moment als Zusammenfassung und Ubersicht
geniigen und wir wenden uns nun im Detail den einzelnen erwihnten Begriffen zu.

3.1 Quantenzustinde und Mikrozustinde

Wir kldren zuerst den Begriff des Mikrozustandes. Spéter wird dann die Abzéhlung der
Mikrozusténde wichtig sein. Unter einem Mikrozustand versteht man eine vollsténdige
Beschreibung eines Zustandes eines Systems.

Beispiel: Betrachte ein System bestehend aus N Spielwiirfeln. Der Mikrozustand r ist
durch die Angabe der N Augenzahlen bestimmt:

r=(ny,na,...,nn), n;=12,...,6.

Fiir unterscheidbare Wiirfel hat man 6V verschiedene Mikrozustinde r, wihrend
die Anzahl Mikrozustéinde fiir ununterscheidbare Wiirfel kleiner ist.

Ubung: Berechne die Anzahl Mikrozustinde eines Systems aus N ununterscheidbaren
Wiirfeln.

Es gibt sowohl klassische wie auch quantenmechanische Beschreibungen von Mikro-
zustdnden. Zur Beschreibung der Mikrozustéinde von Quantensystemen kann man die
Quantenzustidnde benutzen, d.h. die Eigenzustdnde des entsprechenden Hamiltonopera-
tors H. Fiir ein System mit f Freiheitsgraden braucht man f Quantenzahlen ng, um den
Mikrozustand vollstdndig zu beschreiben. Der Mikrozustand ist dann durch Angabe der
f Quantenzahlen n; gegeben,

r=(ni,ng,...,nf),
wobei gilt, dass
Hlr) = E,|r) bzw. H (p, Q)¥r(q,t) = Er - Pr(q,t) .

Dadurch ist eine vollstdndige Beschreibung des Systems durch die Wellenfunktionen
Ur(q,t) gegeben. Wir werden spéter sehen, dass die Kenntnis der Wellenfunktionen in
der Regel gar nicht nétig ist, sondern es reicht, das Energiespektrum FE, und dessen
Entartung zu kennen.
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3.1 Quantenzustinde und Mikrozustédnde

3.1.1 Beispiele quantenmechanischer Mikrozustéinde

Beispiele:

)

Elektron im Coulombfeld:

Wir nehmen an, dass das Coulombfeld durch eine festgehaltene positive Ele-
mentarladung e erzeugt wird, wobei wir den Spin des Elektrons vernachléssi-
gen wollen. Die Mikrozustédnde r mit definierter Energie sind durch die Quan-
tenzahlen n =1,2,...; 1 =0,1,...,(n—1); m = —I,...,l gegeben,

r=(n,l,m).

Die Energie des Mikrozustandes r ist E, = E, = %, wobel By = —13.6 eV
ist. Die Mikrozustédnde sind in der folgenden Tabelle indiziert, wobei wir eine
durchgehende Indizierung durch einen einzigen Index r benutzen.

n I m|r E;eV]
1 0 0|0 -136
2 0 011 -3.4
2 1 -1]2 -3.4
2 1 013 -3.4
2 1 1|4 -3.4

Bei diesem Beispiel handelt es sich um ein einfaches Modell eines Wasser-
stoffatoms, in dem der Elektronenspin und die Kernbewegung vernachléssigt
werden.

Eindimensionaler harmonischer Oszillator:

Wir betrachten einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit dem Po-
tential V(z) = Dx?/2 und der klassischen Frequenz v = /D/m/2r. Das
Energiespektrum lautet dann

1 1

und der Mikrozustand r ist durch Angabe der Quantenzahl ¢ vollstéindig de-
finiert.

N Oszillatoren: Wir betrachten ein System bestehend aus N voneinander
unterscheidbaren Oszillatoren, welche nicht miteinander wechselwirken und
alle dieselbe Frequenz v besitzen. Die Zustdnde des Systems sind durch

T:(il,...,iN)

indiziert und die Energie des Mikrozustandes r ist durch

N
N . ) N .
ET:hy<2+21+...+zN):h1/ 2+]§_12j
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42

gegeben. Beachte, dass dieselbe Energie E auf viele verschiedene Arten auf
die Komponenten des Systems verteilt werden kann.

Freies Teilchen:

Wir betrachten einen Massenpunkt m ohne Spin, welcher in einem Wiirfel-
volumen V = L3 eingeschlossen ist und an den Winden reflektiert wird. Wir
werden Einzelheiten dazu spéter noch eingehender diskutieren. Die Zustande
mit definierter Energie lassen sich durch die drei Quantenzahlen ng,ny,n.
beschreiben:

ne=12,..., ny=12,..., n,=12,... = r=i=(ngnyn;).

Das Energiespektrum lautet dann

g, - (B) 2
L) 8m

und die Energien sind im Prinzip in einer durchgehenden Nummerierung r =
77 bekannt.

In diesem Beispiel treten einige wichtige Merkmale besonders hervor.

(1) Wegen des endlichen Volumens haben wir eine diskrete Indizierung.

)

2) Das Energiespektrum ist entartet.
) Das Volumen V kommt im Spektrum vor.
)

(
(3
(4) Unterhalb einer gegeben Energie gibt es nur eine endliche Anzahl von
Zustanden.

2-Teilchen-System:

Wir betrachten zwei Teilchen der Masse m ohne Spin unter dem Einfluss eines
gegebenen dusseren Potentials V (), z.B. V(z) = mw?2?/2. Die Einteilchen-
zustéinde ¢ = 0, 1,... seien bekannt und es wirken keine Kréfte zwischen den
Teilchen. Welches sind die Mikrozustidnde des 2-Teilchen-Systems?

1. Full: Teilchen sind unterscheidbar

Wir spezifizieren den Zustand i1 und 75 des ersten und zweiten Teilchens und
zéihlen die Zusténde des 2-Teilchen-Systems (2TS) mit E; = hw(5+ 54141 +i2)
auf:

11 12 dors By

0 O 0 1-hAw
0 1 1 2 - hw
1 0 2 2 hw
0 2 3 3 hw
1 1 4 3-hw
2 0 5 3w



3.1 Quantenzustinde und Mikrozustédnde

Die Mikrozustande sind hier durch
r = {il, iz}

gegeben. Bereits mit dieser kleinen Aufzdhlung sieht man, dass die Entartung
mit zunehmender Energie wéchst.

2. Fall: Teilchen sind nicht unterscheidbar

In diesem Fall miissen wir nun beachten, dass nicht vom ’ersten’ und ’zwei-
ten’ Teilchen gesprochen wird, sondern wir geben zur Beschreibung eines 2-
Teilchen-Zustandes (2TZ) zu jedem 1-Teilchen-Zustand ¢ im gegebenen Po-
tential einfach an, wie viele Teilchen n; in diesem Zustand sind:

Nummerierung ¢ des 2TZ Beschreibung des 2T7Z E;

0 {2,0,0,0,.. } 1 hw
1 {1,1,0,0,...} 2 hw
2 {1,0,1,0,...} 3 hw
3 ) 3 hw

{0,2,0,0,.

Im 2TZ i = 0 haben wir also 2 Teilchen im 1-Teilchen-Zustand 0, im 2TZ i = 1
1 Teilchen im Zustand 0 und 1 Teilchen im Zustand 1, usw. Die Mikrozustéinde
sind in diesem Fall deshalb durch

[e.9]
r={ng,n1,...} mit an =2
=0

vollstandig berschrieben. Im Vergleich zum Fall von unterscheidbaren Teilchen
wirkt sich hier die Ununterscheidbarkeit der Teilchen auf das Energiespektrum
des 2-Teilchen-Systems aus.

3.1.2 Ideales Gas
Quantenmechanische Beschreibung

Wir betrachten N Atome oder Molekiile eines Gases in einem Volumen V zwischen denen
keine Wechselwirkung besteht. Der Impuls des v-ten Teilchens sei durch p, bzw. die
kartesischen Impulskomponenten ps,_s, p3,—1, p3y gegeben. Damit haben wir insgesamt
3N kartesische Impulskomponenten,

(ﬁluﬁ?v cee 7ﬁN) = (p17p27 cee 7p3l/+j—37 cee 7p3N) .

Dabei ist ¥ = 1,..., N und j = 1,2,3. Die Teilchen koénnen sich in einem kubischen
Volumen V = L3 frei bewegen, wobei die Wellenfunktionen aber am Rand verschwinden
miissen. Dadurch erhalten wir fiir die Impulskomponenten

h
ka%nm k=3v+j-3=1,...,3N
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik

mit ng = 1,2, ... und ein Mikrozustand des Systems ist durch Angabe der n; vollsténdig
beschrieben,
r:(n17n27"'7n3]\f) nk:1,2,....

Wir bemerken, dass es zwar unendlich viele Mikrozusténde r gibt, welche aber abzihlbar
sind. Zudem gibt es bei vorgegebener Energie nur endlich viele Mikrozusténde.

Klassische Beschreibung

Der quantenmechanischen Beschreibung mochten wir jetzt noch kurz die klassische Be-
schreibung gegeniiberstellen und die Beziehung zwischen ihnen kldren.

Falls die quantenmechanischen Effekte irrelevant sind, erlaubt uns dies eine klassische
Behandlung des Systems. Dies bedeutet einfach, dass anstelle der quantenmechanischen
Mikrozusténde nun die klassischen Mikrozustinde betrachtet werden. In der klassischen
Mechanik benutzt man zur Beschreibung der Bewegung eines Teilchens idealerweise ver-
allgemeinerte Koordinaten ¢, ...,qs mit den 2f Werten ¢1,...,qy und ¢1,...,qy, oder
dquivalent dazu die verallgemeinerten Impulse p1,...,ps. Ein klassischer Mikrozustand
ist dann durch die Angabe dieser 2f Werte r = (q1,...,q¢,p1,...,py) fiir jedes Teilchen
vollsténdig definiert. Fiir ein ideales Gas aus N Teilchen haben wir also

r= (T, s "N, DLy DN) bzw. f =3N .

Die klassischen Mikrozusténde sind im Prinzip nicht abzdhlbar. Mit Hilfe des Phasen-
raums kénnen die Zusténde jedoch trotzdem abgezéhlt und so der Zusammenhang mit
der quantenmechanischen Beschreibung hergestellt werden. Der Phasenraum ist ein ab-
strakter 2f-dimensionaler Raum, welcher durch 2f kartesische Koordinatenachsen fiir
die Grossen ¢; und p; aufgespannt wird. Im Phasenraum entspricht jeder Punkt einem
klassischen Zustand r, vgl. Abbildung Fiir das ideales Gas bestehend aus N Teil-
chen ist der Phasenraum also ein 6/N-dimensionaler Raum.

Fiir die Abzdhlung der Zustinde ist die Angabe der exakten Werte von ¢; und p; weder
moglich noch notig, da der Impuls p und die Ortskoordinate ¢ wegen der Unschérferela-
tion sowieso nicht genauer als

Ap'qug

festgelegt werden kénnen. Diese quantenmechanische Unschérfe kann im klassischen Pha-
senraum mit der Annahme umgesetzt werden, dass ein quantenmechanischer Zustand im
Phasenraum eine Flidche der Grosse O(h) einnimmt. Aus einer eingehenderen Betrach-
tung folgt, dass die Phasenraumfliche ® eines quantenmechanischen Zustandes gerade
® = 27h betragt:

Phasenraumfliche ® = 27h pro q.m. Freiheitsgrad f
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3.1 Quantenzustinde und Mikrozustédnde

Dies ergibt sich zum Beispiel aus dem Vergleich zwischen der Anzahl M quantenmecha-
nischer Zustinde mit Energie ' < E und dem entsprechenden klassischen Phasenraum-
volumen:

eingeschl. Fliche ®(E' < E)

M= o2rh - 2mh '

Vergleiche dazu auch die Illustration in Abbildung

In einem 2f-dimensionalen Phasenraum entspricht also 1 Zustand gerade einem 2f-
dimensionalen Volumen der Grosse (27h)f. Damit sind die klassischen Zustéinde mithilfe
der Quantenmechanik abzihlbar und klassische Mikrozustinde dadurch definierbar.

Schliesslich sei noch bemerkt, dass der Begriff des Phasenraums natiirlich schon vor der
Quantenmechanik bekannt war, der Zusammenhang mit dem Faktor 27h aber erst mit
der Entwicklung der Quantentheorie gekliart wurde.

(q,p) = E

E'<E

= 1 klass. Zustand

[] 1 9.m. Zustand
2th

P

a.

Abbildung 3.1.1: Graphische Darstellung des Phasenraums fiir ein eindimensionales Sy-
stem.
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik
3.2 Makrozustinde und Gesamtheiten

Im Allgemeinen ist es praktisch unmdoglich, den Mikrozustand eines Systems anzuge-
ben, in welchem es sich zu einem bestimmten Zeitpunkt gerade befindet. Die Ubergéinge
r — 1’ zwischen Mikrozusténden gleicher Energie E, = E! sind zahlreich und finden in
einem System im Gleichgewicht andauernd statt. Andererseits sind die einzelnen Mikro-
zusténde auch gar nicht so interessant. Relevant ist nur, welche Mikrozustéande iiberhaupt
auftreten und mit welcher Wahrscheinlichkeit das passiert.

Um den Zustand eines Systems zu beschreiben, reicht es deshalb, die Wahrscheinlich-
keiten P, fiir das Auftreten der Mikrozusténde r anzugeben. Die Angabe dieser Wahr-
scheinlichkeiten definiert den sogenannten Makrozustand eines Systems,

Makrozustand: {P,} = (P}, Py, ...).

Diese Wahrscheinlichkeiten sind konkret durch M gleichartige Systeme gegeben, von
denen M, im Mikrozustand r sind. Damit haben wir

Die M gleichartigen Systeme bilden eine sogenannte Gesamtheit oder ein Ensemble, und
der Makrozustand P, wird durch die entsprechende statistische Gesamtheit bzw. durch
das statistische Ensemble représentiert.

Eine Gesamtheit kann also auf zwei verschiedene Arten betrachtet werden:

1) ein System durchliuft mit der Zeit alle moglichen Mikrozusténde, so dass die M
Systeme einem einzigen System zu M verschiedenen Zeitpunkten entsprechen,

2) M gleichartige Systeme sind gleichzeitig vorhanden.

Die Unterscheidung liegt also darin, wie iiber die verschiedenen Zusténde gemittelt wird.
Im ersten Fall haben wir ein Zeitmittel und im zweiten ein Ensemblemittel. Beide Be-
trachtungen sind #dquivalent zueinander, und die Unterscheidung ist einzig begrifflicher
Natur, jedoch hilfreich um die Wahrscheinlichkeiten P, zu definieren.

Beispiele:

1) Wir betrachten ein System von z.B. N = 10 unterscheidbaren Spielwiirfeln.
Die Anzahl verschiedener Mikrozustéinde betrigt fiir dieses System 6V. Wir
bilden nun eine Gesamtheit bestehend aus einer grossen Anzahl M von 10er-
Gruppen von Wiirfeln. Die Anzahl muss gross genug sein, um die Wahrschein-
lichkeiten P, definieren zu konnen, d.h. es sind M > 6% gleichartige Systeme
notig, damit das Ensemblemittel verldsslich gebildet werden kann.

Das Zeitmittel wird durch M-faches Werfen der N Wiirfel realisiert.
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3.2 Makrozustande und Gesamtheiten

2) Wir betrachten ein System bestehend aus einem Kasten gefiillt mit Gas (Gas-
kasten) und bilden ein Ensemble aus M gleichen Gaskiisten, d.h. mit gleichem
Volumen, gleicher Gasmenge und gleicher Gesamtenergie. Das einzelne Sy-
stem kann sehr viele verschiedene Mikrozustéinde annehmen und M muss
entsprechend gross sein.

Im Zeitmittel durchlduft ein einzelner Gaskasten alle diese verschiedenen Mi-
krozustdnde nacheinander.

Aus diesen Beispielen, insbesondere dem zweiten, wird klar, dass ein Ensemble oder eine
Gesamtheit nur begrifflich gedacht ist und dass nur ein Zeitmittel praktisch realisier-
bar ist: ein einzelner Gaskasten ’wiirfelt’ sich von Mikrozustand zu Mikrozustand. Das
Zeitmittel makroskopischer Grossen macht allerdings nur dann einen Sinn, wenn dieses
Zeitmittel im Verlauf der Zeit konstant bleibt. Das fithrt uns schliesslich noch zum Be-
griff des Gleichgewichtszustandes: einen Makrozustand, in welchem alle makroskopischen
Grossen zeitlich konstante Werte annehmen, bezeichnet man als Gleichgewichtszustand.

Wir fassen die in den vorangegangenen Abschnitten eingefiithrten Begriffe noch einmal
zusammen.

Zusammenfassung:
Mikrozustand: mikroskopisch vollstéindig definierter Zustand,
Makrozustand: Wahrscheinlichkeiten, mit welchen die einzelnen Mikro-

zustinde auftreten,
Gleichgewichtszustand : Makrozustand, in welchem alle makroskopischen Grossen
zeitlich konstante Werte annehmen.
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik

3.3 Mikrokanonische Gesamtheit und Postulat

In diesem Abschnitt definieren wir die mikrokanonische Gesamtheit, welche uns erlaubt,
ein grundlegendes Postulat bzw. Hypothese zu formulieren. Dieses Postulat bildet die
Ausgangslage um weitere Gesamtheiten zu definieren, wie z.B. die kanonische und die
grosskanonische Gesamtheit, mithilfe derer wir dann das Verhalten vieler makroskopi-
scher Eigenschaften physikalischer Systeme unter Verdnderung von dusseren Parametern
wie der Temperatur, des Drucks oder des chemischen Potentials beschreiben kénnen.

Zur Definition der mikrokanonischen Gesamtheit betrachten wir ein abgeschlossenes Viel-
teilchen-System ohne jede Wechselwirkung nach aussen. Dadurch sind alle makroskopi-
schen Grossen zeitlich konstant, z.B. Druck, Temperatur, Dichte, Energie, Magnetisie-
rung,..., und das System befindet sich im Gleichgewichtszustand. Die mikrokanonische
Gesamtheit besteht nun aus allen mikroskopischen Zustéinden des abgeschlossenen Sy-
stems mit derselben vorgegebenen Energie E. Das mikroskopische Ensemble entspricht
also der Gesamtheit aller Mikrozusténde r mit der Energie E, = E. (In der Quanten-
theorie sind dies alle unabhéngigen Eigenzustéinde des Hamiltonoperators mit Energie-
Eigenwert E.)

3.3.1 Grundlegendes Postulat (Hypothese)

Ein abgeschlossenes System ist ein System, das keine Wechselwirkung mit anderen Sy-
stemen hat. Uberldsst man ein solches abgeschlossenes Vielteilchensystem sich selbst,
so streben die makroskopischen Grossen gegen zeitlich konstante Werte. Haben die ma-
kroskopische Grossen konstante Werte angenommen, so bezeichnet man diesen speziel-
len Makrozustand als Gleichgewichtszustand. Fiir den Gleichgewichtszustand des abge-
schlossenen Systems kann folgendes grundlegendes Postulat aufgestellt werden:

Ein abgeschlossenes System im Gleichgewicht ist gleichwahrscheinlich in jedem seiner
zuginglichen Mikrozusténde,

PT’Zi)
Q

wobel () die Anzahl dieser Mikrozustinde ist.

Das Postulat stellt also eine Verbindung zwischen der mikroskopischen Struktur eines Sy-
stems (Mikrozusténde ) und den makroskopischen Grossen des Gleichgewichtszustandes
(Makrozustand) her.

Beispiele:

1) Gruppe von N Wiirfeln, 67 Resultate (fiir unterscheidbare Wiirfel)

1
:>PT:6—N fir r = (ny,...,nn), n;=1,...,6.
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3.3 Mikrokanonische Gesamtheit und Postulat

2) Spineinstellungen s.; von 4 Elektronen mit magnetischem Moment pp im
Magnetfeld B, Energie E, = —2up - B - Z?Zl 524. Im Gleichgewichtszustand

sei )
FE = —2up - B = konst., alsonm’ =1.
i=1
i r = (T? T? T? \l/)7 (T? T? \l/7 T)? (T’ ‘L? T? T)’ (‘L’ T’ T? T) )

1
PT' = Z

Es folgen einige Bemerkungen:

e Die Hypothese ist weder selbstverstdndlich noch aus der Quantentheorie begriindet.
Es ist zum Beispiel a priori nicht klar, dass der Zustand (nim) = (200) eines H-
Atoms bei gegebener Energie E gleichwahrscheinlich sein soll wie (nml) = (210).

e Das grundlegende Postulat ist eine Annahme, auf der die statistische Thermody-
namik aufgebaut wird. Diese Hypothese kann nicht direkt iiberpriift oder bewiesen
werden, es lassen sich aber empirisch nachpriifbare Aussagen ableiten.

e Die Gleichwahrscheinlichkeit aller Mikrozustinde entspricht der maximalen Un-
ordnung des Systems (maximale Entropie).

e Ein abgeschlossenes System durchliuft im Laufe der Zeit alle Zusténde. Die Ubergéinge
von Zustand 7 nach k treten mit der Wahrscheinlichkeit p;_,; auf. Aus der mi-
kroskopischen Reversibilitit p; . = pr_; folgt die Gleichwahrscheinlichkeit aller

Zustéinde.
Beispiel:
0.5 0.01
-+ -+
0.5 0.01

—> alle drei Zusténde sind im Langzeitmittel gleichwahrscheinlich.

Wie in der Einleitung schon erwéhnt, entspricht das mikrokanonische Ensemble der
Gesamtheit aller Mikrozusténde r mit Energie E, = E:

mikrokanonische Gesamtheit = {Mikrozustédnde r mit Energie E, = E}.

In der Quantentheorie sind dies alle unabhéingigen FEigenzustdnde des Hamiltonoperators
mit Energie-Eigenwert E. Geméss dem Postulat wird die mikrokanonische Gesamtheit
durch den Makrozustand

beschrieben. Hier bedeutet €2 die Zahl der Mikrozustande oder auch mikrokanonische
Zustandssumme Z:
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik

1
Zustandssumme } — P = aQ

Die mikrokanonische Zustandssumme ist von der vorgegebenen Energie E abhéingig:

Q=QE) bzw. Z=Z(E).

Der Sachverhalt des Postulats liasst sich mithilfe der Zustandsdichte auch folgendermas-
sen schreiben:

1
mikrokanonische Zustandsdichte: px,p) = == O(H(z,p) — E)
—— —

Z(E)
S~—— z&hlt die Anzahl
Normierung Zustande mit Energie E

mikrokanonische Zustandssumme: Z(E) = /Dpr S(H(xz,p) — E)
—

Integration iiber Phasenraum

Hier bedeutet H der Hamiltonoperator des Systems und die Integration iiber [ DzDp
ist iiber den Phasenraum. Der Hamiltonoperator und die entsprechende Phasenraumin-
tegration kann sowohl klassisch als auch quantenmechanisch interpretiert werden. Damit
erschliesst sich uns auch eine quantenmechanische Formulierung des Postulats.

Beachte schliesslich noch die verschiedenen gebrduchlichen Notationen:

Wahrscheinlichkeitsverteilung,
Zustandsdichte, Makrozustand: {P:},p,.--
Zustandssumme, Anzahl Zusténde: O Z W, ...

3.3.2 Eigenschaften der mikrokanonischen Gesamtheit

Mithilfe der Zustandsdichte kénnen wir nun schon einige Eigenschaften der mikrokano-
nischen Gesamtheit herleiten.

Der Erwartungwert der Energie berechnet sich wie folgt:

(E) = (H) = / DaDpH(x,p)plx. p)

= /DxDpH(x,p)Z(lE) S(H(z,p) — E)
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3.3 Mikrokanonische Gesamtheit und Postulat
= E/DxDp L5(7—((w,p) —F)
Z(E)
~ & [ DaDp plo.p)
- F,
wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass die Zustandsdichte auf 1 normiert ist.

Das Resultate ist insofern nicht erstaunlich, als dass die Energie des Systems vorgegeben
ist und sich wegen der Abgeschlossenheit des Systems nicht dndern kann.

Fiir die Varianz der Energie erhalten wir entsprechend
(AE)? = (AH)” = (H) - (M)
= (B%) - (B)?
=0,
d.h. die Energie hat tatséchlich einen konstanten Wert und fluktuiert nicht. Andere

makroskopische Grossen hingegen haben im Allgemeinen eine nicht-verschwindende Va-
rianz.
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik
3.4 Die kanonische Gesamtheit

Die mikrokanonische Gesamtheit liefert uns eine statistische Beschreibung von abge-
schlossenen Systemen. Viele interessante physikalische Systeme sind in der Regel jedoch
nicht vom Rest der Welt isoliert, sondern stehen in Wechselwirkung mit anderen Syste-
men.

Beispiele:
1) Flasche Bier in einem See. Der See stellt das Warmebad (oder Kéltebad) dar.

2) Gaskasten G in einem grossen Gasreservoir Gy bei Temperatur 7' (Wérme-
bad):

Gy

Go, T

Wir betrachten nun ein allgemeines solches System &7 in einem Wirmebad Ss. Das
Gesamtsystem, bestehend aus &1 und Sy, weist folgende Eigenschaften auf:

e Energieaustausch zwischen den beiden Systemen ist méglich,

e es findet kein Teilchenaustausch statt,

e das kleine System S; ist im thermischen Gleichgewicht mit dem Wéarmebad So,
e beide Systeme besitzen dieselbe Temperatur T,

e das Wirmebad ist so gross, dass Energie unlimitiert und ohne Anderung von T
ausgetauscht werden kann.

Ein solches System im thermischen Gleichgewicht mit einem Wéarmebad der Temperatur
T bildet eine sogenannte kanonische Gesamtheit. In der kanonischen Gesamtheit ist
die Energie im Gegensatz zur mikrokanonischen nicht mehr konstant, AF # 0. Die
Zustandsdichte ldsst sich wie folgt schreiben:

Zustandsdichte der kanonischen Gesamtheit:

p(z,p) = 70 e PH@P) mit B =1/kgT
——

Normierung
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3.4 Die kanonische Gesamtheit

Der neu eingefiihrte Parameter 8 = 1/kpT entspricht der inversen Temperatur ausge-
driickt in Einheiten der Boltzmann-Konstante kp. Die kanonische Zustandsdichte ist
hier vorerst ohne weitere Begriindung angegeben — sie wird in den néchsten Abschnitten
niher begriindet und kann sogar aus der mikrokanonischen Zustandsdichte (siehe Ab-
schnitt oder mithilfe eines Entropie-Prinzips (sieche Abschnitt hergeleitet

werden.

Der Normierungsfaktor wird analog zur Normierung in der mikrokanonischen Gesamtheit
kanonische Zustandssumme genannt:

kanonische Zustandsumme: Z(B) = / Dz Dp e PH(@p)
—_—

Integration iiber Phasenraum

Das thermische Mittel einer physikalischen (makroskopischen) Grosse ldsst sich nun wie
folgt berechnen:

(O) = Zgﬂ) /DxDp e PH@P) Oz, p) .

Entsprechend erhalten wir fiir das thermische Mittel der Energie in der kanonischen
Gesamtheit

(E) = (H) =5 n 2(5)
1 0
~z@ o7
= Z(lﬁ) /DmDpe_BH H(z,p),

und fiir die Varianz

(AE)® = (H?) — (H)?

v e 1 62<ﬁ>>2
= zpap? V) ZW( 95
(H2) #)?
82
:a—BQIHZ(B).

3.4.1 Zusammenhang mit der mikrokanonischen Gesamtheit

Ein erster Zusammenhang zwischen der mikrokanonischen und der kanonischen Gesamt-
heit lésst sich iiber eine Laplace-Transformation der Zustandssumme beziiglich der Ener-
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik

gie herstellen:

= /DxDpe_ﬁH(I’p)
- / DaDp / dE 5(H(z,p) — E)e~PF

—/ZdE /DxDp(S(H(m,p)—E) e PP

Z(E)

= /Oo dE Z(E)e PE

—00

Die kanonische Zustandssumme ist also nichts weiter als eine gewichtete Summe aller
mikrokanonischen Zustandssummen.

Andererseits lasst sich die mikrokanonische Zustandssumme mithilfe einer Fouriertrans-
formation durch die kanonische ausdriicken. Dazu setzt man die inverse Temperatur
analytisch auf rein imagindre Werte § =1 - t fort,

Z(it) = / Y B Z(E)e Bt

Dann erhilt man durch Anwendung der inversen Fouriertransformation

1

2(B) = o / dt Z(it) e'Pt

und mithilfe von §(E) = 5= 75 dt e~ die inverse Laplace-Transformation

Z(E) = /DmDpé(H(:z:,p) —F)

:/ dt/DxDpe”{’p) By

= dﬁ/DmDpe H(z.p)B JEB

21

Z(B)
1 100
_ BE
3 | d67(B)e

Somit ist die mikrokanonische Zustandssumme mit der kanonischen Zustandssumme
iiber die (inverse) Laplace-Transformation verkniipft.

3.4.2 Begriindung der kanonischen Zustandsdichte

Wir betrachten ein gekoppeltes System mit Energieaustausch. Ein kleines System & mit
Energie F7 ist in einem grossen System So mit Energie Fy eingebettet.
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3.4 Die kanonische Gesamtheit

827 E2

SI7E1

Die Energie des Gesamtsystems lautet
Ey9 = Ey + B2 + Eww

wobei die Wechselwirkungsenergie Eyy zwischen den beiden Systemen fiir ein gentigend
grosses System S; mit (linearer) Ausdehnung L vernachléssigt werden kann:

Eww o L? (Oberfliche) Bww I? 11
—0

E; o« L3 (Volumen)

Im Gesamtsystem ist die Energie erhalten und es kann deshalb durch die mikrokanonische
Gesamtheit beschrieben werden:

& E<FE;<E+AFE

p12(E) =
0 sonst.

Die Zustandsdichte im kleinen System ist durch

pr(E1) =Y p1a(Er2)
j

gegeben, wobei die Summe iiber alle Zustédnde von S lauft, so dass bei gegebener Energie
Fy die Gesamtenergie F1s konstant ist. Damit wird gerade der Entartungsgrad des klei-
nen Systems innerhalb des grossen abgezdhlt und die Zustandsdichte l&sst sich schreiben
als

O (E — Ey)

Hier z#&hlt Q(F) die Anzahl Zustdnde mit EF12 = F und Qo(FE — E1) die Anzahl Zusténde
mit Fy = F — Fq:

p1(Er) =

QE) : Anz. Zusténde mit £ < Fjp < E+ AFE,
Qo(E — Ey) : Anz. Zustinde mit £ — F; < Fy < E— E1 + AFE.
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik

Da das grosse System sehr viel grosser als das kleine ist, gilt fiir die Energie als extensive
Grosse Ey > Ej. Damit lisst sich Q9 bzw. In Q9 in Potenzen von F; /E um FE entwickeln:

8ang(E) 182 IDQQ(E)
OE 2 OE?

Bei gegebener Energie pro Teilchen, E/N = const., wichst In Qy(F) = InQs(E /N, N) x
N. Damit haben wir

InQy(E — Ey) = InQy(E) + (—E1) + (—E1)%...

E1 = 0O(1),
8ln92(E .
OF = 0Q),
0?In Qs (E) _0 N
0E? N2

und wir konnen die Entwicklung nach dem zweiten Term abbrechen lassen. Wir erhalten
damit

QQ(E — El) = QQ(E) . exp{— (811’192(E)> El}

oF
=4
und 0u(E)
— 2 . p—
pl(El) - Q(E) exp{ /8E1}7
1
wobei wir die Identifikation
0 0

gemacht haben.

Eine alternative, heuristische Begriindung der kanonischen Zustandsdichte ist wie folgt
gegeben. Unter der Annahme, dass die beiden Systeme (bzw. ihre Wahrscheinlichkeits-
verteilungen) voneinander unabhéngig sind, ldsst sich die Zustandsdichte pio des Ge-
samtsystems als Produkt der einzelnen Zustandsdichten schreiben,

p12(E1 + Ea) = p1(Er) - p2(Eo) .

Da die beiden Systeme gleichartig sind, haben die Zustandsdichten dieselbe funktionale
Abhéngigkeit, d.h. p; = ps = p12, und miissen deshalb die Gleichung

p(x+y) = p(x) - p(y)

—bx

erfiillen. Tatséchlich ist die Exponentialfunktion p(x) = ae™* eine Losung dieser Glei-

chung.
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3.5 Teilchen auf einer Energieleiter
3.5 Teilchen auf einer Energieleiter

Im Folgenden betrachten wir ein System, in welchem das Energiespektrum &quidistant
ist, d.h. die Energieniveaus verhalten sich wie

E,=n-¢c.

FEine klassische Realisierung eines solchen Systems ist zum Beispiel durch ein Teilchen der
Masse M in einem homogenen Gravitationsfeld mit Gravitationskonstante g gegeben,
welches sich auf einer Leiter mit Stufenweite zy nach oben oder unten bewegt. Ein
solches System bezeichnet man deshalb oft als Energieleiter. Die entsprechende klassische
Hamiltonfunktion ist dann durch

Hn)=E,=M-g-zy-n
=€e-n

gegeben.

Eine quantenmechanische Realisierung ist zum Beispiel durch den quantenmechanischen
harmonischen Oszillator mit

1

:(;M).E

gegeben. In diesem System kann ein Teilchen von einem Quantenzustand zum néchsten
springen.

3.5.1 Kanonische Zustandssumme fiir 1 Teilchen

Wir rechnen nun die kanonische Zustandssumme fiir ein Teilchen auf einer Energieleiter
aus. Hierzu summieren wir alle Zustinde mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
ihres Auftretens auf. In der kanonischen Gesamtheit sind diese Wahrscheinlichkeiten
durch die kanonische Zustandsdichte (Wahrscheinlichkeitsverteilung) gegeben. Die ka-
nonische Zustandssumme lautet entsprechend

o0 o0
20 =3 e =Y

_ 1
1 —epe

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass die Zustandssumme eine geometrische Reihe

bildet:
= 1—=x
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik

Die mittlere Energie berechnet sich zu

(E) = (H) = —Ean(ﬁ) % (1 _ e—/se>

op op
1
:71 _66'6'6_65
— e
. €
efe—1°

Die Varianz der Energie ist schliesslich durch

o O
e2ePe

(AE)

gegeben und damit wird das Verhé&ltnis der Varianz zur mittleren Energie

AE
(E)

:e%ﬁf.

Eine grosse relative Varianz ist typisch fiir Systeme mit einer kleinen Zahl von Freiheits-
graden.

3.5.2 Kanonische Zustandssumme fiir N Teilchen

Wir betrachten nun N unterscheidbare Teilchen auf einer Energieleiter. Ein Mikrozu-
stand ist charakterisiert durch

{ng,a=1,...,N} mitn,=0,1,2,....

Die Hamiltonfunktion ist durch

N N
H(n) = ZEa = G-Zna
a=1 a=1
gegeben und die entsprechende kanonische Zustandssumme durch

2(8) =Y e M

n

N oo
IS e

a=1nqe=0

= 2(8)"
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3.5 Teilchen auf einer Energieleiter

mit

2(B) =) e en
n=0

1
1—eBe’

Die mittlere Energie berechnet sich zu

(B) = () = (fﬁ In Z(9)

= _Nﬁaﬁ In z(5)

€
efe —1

und die Varianz der Energie ist durch

82
2= Tﬁglnz(ﬁ)
= Naa;lnz(ﬁ)
62 _eﬁe

(AE)

gegeben. Das Verhiltnis von Varianz zu mittlerer Energie betrigt nun

AE 1
= =

= Be
(E) VN

N

Im thermodynamischen Limes N — oo sind die Fluktuationen der Energie mit 1/v/ N
unterdriickt, d.h. die relative Varianz der Energie strebt gegen Null, so wie wir das im
Zusammenhang mit dem Gesetz der grossen Zahl schon beobachtet haben.

3.5.3 Mikrokanonische Zustandssumme fiir N Teilchen

Als néchstes schauen wir uns jetzt die mikrokanonische Zustandssumme fiir N Teilchen
auf einer Energieleiter an. Dazu betrachten wir nun N Teilchen bei vorgegebener Ge-
samtenergie £ = Me. Da die mikrokanonische Zustandssumme einfach die moglichen
Mikrozusténde des Systems zéhlt, brauchen wir nur zu berechnen, auf wie viele unter-
schiedliche Arten sich die Gesamtenergie auf die N Teilchen aufteilen ldsst. Die Formel
dafiir lautet
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik

(M +N —1)!

Z(E)=Z(M,N) = M(N = 1)

und lésst sich wie folgt begriinden.

Wir betrachten zuerst den Fall N = 1, d.h. ein Teilchen erhélt alle Energie:
Z(M,1)=1.

Fiir den Fall N = 2 kénnen wir n = 0, ..., M Energieeinheiten zu Teilchen 1 schlagen
und die restlichen M — n Einheiten zu Teilchen 2:

M
Z(M,2)=)"1
n=0
=M+1.
Bei N = 3 Teilchen schlagen wir n Einheiten zu Teilchen 1 und verteilen die restlichen

M —n Einheiten auf die verbleibenden 2 Teilchen. Letzteres ist aber gerade Z (M —n, 2),
also erhalten wir

M
Z(M,3)=>_Z(M —n,2)

n;[O

=) (M-n+1)
n=0
:;M+mwu4y

Wenn wir so weiterfahren, erhalten wir schliesslich

M
Z(M,N)=> Z(M-n,N —1)
n=0

(M + N —1)!
MI(N — 1)

Wir wollen nun zeigen, dass die Beschreibung des Systems mit der mikrokanonischen
Zustandssumme im thermodynamischen Limes N — oo die gleichen Resultate liefert
wie mit der im vorangegangenen Abschnitt berechneten kanonischen Zustandssumme.
Wir beginnen damit, die Zustandsdichte p(n) auszurechnen, d.h. die Wahrscheinlichkeit
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3.5 Teilchen auf einer Energieleiter

dafiir, dass sich ein Teilchen auf der Energiestufe n befindet:

_ Z(M —n,N —1)
(M —n+N-2)! M{(N —1)!
(M —n)Y(N-2)! (M +N -1

Der Zghler ergibt sich dadurch, dass wir die (M —n) noch verfiigbaren Energieeinheiten
auf die (N — 1) noch verbleibenden Teilchen aufteilen miissen. Dies ist natiirlich gerade
die mikrokanonische Zustandssumme Z(M —n, N —1).

Fiir ein System mit vielen Teilchen (N — oo) und entsprechend viel Energie M o« N,
also M /N = const., d.h. konstante mittlere Energie pro Teilchen, erhilt man mithilfe
der Stirling’schen Formel (siehe Ubungen)

p(n) = p(0) ( i N)" T

wobei
N
O p—
p(0) VLN

Im letzten Schritt haben wir

M+ N N N € N -€

+he — =1+ =1 -1
€ M N
——
E

eingefithrt. Wir sehen nun, dass dies dieselbe Verteilung ist, wie wir fiir die kanonische
Gesamtheit gefunden haben, falls wir die Gesamtenergie £ mit

€

E=N-——

identifizieren. Tatséchlich ist die mittlere Energie im kanonischen Ensemble durch
€

E= <E>kanonisch =N- eﬁe -1

gegeben. Wir kénnen daraus den folgenden Schluss ziehen. Im thermodynamischen Limes
N — oo ergeben die kanonische und die mikrokanonische Gesamtheit dieselben physi-
kalischen Resultate, d.h. die beiden Beschreibungen sind in diesem Limes dquivalent. In
der Tat haben wir

(E)=E, AE/(E)=0 mikrokanonische Gesamtheit,
(E)=E, AE/(FE)=0 kanonische Gesamtheit im Limes N — oo.
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik
3.6 Modell eines Wiarmebades

Mittlerweile sollten wir nun in der Lage sein, die Zustandsdichte fiir ein System in einem
Wiérmebad auszurechnen. Dazu miissen wir noch einmal auf das in[1.5.1] eingefiihrte Mo-
dell eines Wérmebades zuriickkommen. Wir haben dort das Wérmebad folgendermassen
definiert. Das Warmebad besteht aus einer grossen Zahl von Teilchen mit Energie entwe-
der £ = 0 oder E = ¢, wobei die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen die Energie £ = ¢
besitzt, ¢ € [0, 5[ betragen soll. Die Wechselwirkung (WW) eines einzelnen Teilchens auf
der Energieleiter mit den Teilchen im Wérmebad (WB) ist durch

n+1 falls WW mit Teilchen aus dem WB mit E = e,
n—1 falls WW mit Teilchen aus dem WB mit F = 0,

gegeben. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten betragen

Pn—sn+1 =4, n >0,
Pn—n—1 :1_% TL>0,
po—so=1-—¢q n=0.

Wir initialisieren nun die Zustandsdichte des Teilchens mit pg(n), z.B. kénnen wir das
Teilchen mit pg(n) = 6,0 im Grundzustand initialisieren.

Es ist nun leicht zu sehen, dass die Zustandsdichte nach einer Wechselwirkung
P1 (n/) = Z pO(n) s Pn—n/
n
betrigt und nach ¢ Wechselwirkungen

pi(0') =" pic1(n) - Prr -

Nach i — oo Wechselwirkungen haben wir schliesslich das Gleichgewicht erreicht und
erhalten eine Gleichung fiir die stationére Zustandsdichte poo(n):

poo(n/) = Zpoo(n) " Pn—n/ -

Fiir n’ > 1 kénnen wir

poo(n/) = Poo (n, - 1) P 1w + poo(n/ + 1) *Pn/+1—n/
=q poo(n’ = 1)+ (1= q) - poo(n’ + 1)

schreiben und fiir n’ =0

Poo(0) = poc(0) - Po—s0 + Poc(l) - P10
=(1=q) pc(0) + (1 —q) - poo(1).
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3.6 Modell eines Wiarmebades

Damit erhalten wir q
poo(l) = ¢ Poo(0)

und weiter
Poo(1) = ¢ poo(0) + (1 = q) - po(2).

Das kénnen wir nun nach po(2) auflésen und in poo(0) ausdriicken,

2
poo(2) = Poo(1) — 4 p(0) _ ( q ) - 9o (0).

1—¢q 1—¢q

Nach n Wiederholungen der Prozedur erhalten wir schliesslich

) = (1) o).

1—g¢q

Das entspricht tatséchlich gerade der kanonischen Zustandsdichte

1 1
_ —BEn __ —Ben
Poo(n) = e =—— ¢
=" = Z7(5) 2(5)
mit ] 1
4 By, - -
4 e ZW. eﬁ€+1<2'

63



3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik
3.7 Ideales Gas

In diesem Abschnitt wollen wir nun die mikrokanonische und die kanonische Zustands-
summe fiir ein ideales Gas herleiten. Die mikrokanonische Zustandssumme hingt von
der Gesamtenergie E des Systems, sowie von der Teilchenzahl N und dem Volumen
V' ab, wiahrend die kanonische nur von den beiden letzteren abhingt und die mittlere
Energie (F) durch den Parameter  bestimmt wird. Sobald wir die explizite Abhéngig-
keit der Zustandssummen von diesen Grossen kennen, kénnen wir daraus die bekannten
Zustandsgleichungen ableiten, wie zum Beispiel die thermische oder die kalorische Zu-
standsgleichung.

Bevor wir die expliziten Herleitungen durchfiihren, diskutieren wir kurz die allgemei-
nen Eigenschaften eines idealen Gases. Gegeniiber einem realen Gas vernachléssigen wir
folgende Effekte:

e Die Wechselwirkung zwischen den Teilchen wird vernachléssigt. Dies ist zuléssig,
wenn die Dichte klein (p < 1) und die Temperatur gross (7' > 0) ist.

e Die Rotations- und Vibrationsfreiheitsgrade werden nicht beriicksichtigt, d.h. wir
betrachten ein einatomiges Gas.

e Die inneren Freiheitsgrade der Atome werden nicht beachtet. Dies ist zul#ssig fiir
ein Gas bei Zimmertemperatur, da die Anregungsenergien der inneren (elektro-
nischen) Freiheitsgrade von der Ordnung O(eV) sind; eine thermische Anregung
solcher Energien ist erst etwa ab 7' > 10° °C moglich.

Der Hamiltonoperator H eines solchen idealen, einatomigen Gases aus N Teilchen mit
Masse m lautet

N 12

HN, V)= (—mm + U(@)) ,
v=1

wobei das Potential U die Teilchen auf das kubische Gebiet V = L3 beschrankt, d.h. U =

0 innerhalb und U = oo ausserhalb des Volumens V. Der Hamiltonoperator lésst sich

als Summe von Einteilchenoperatoren schreiben,

N

H(N, V)= h(v),

v=1

wobei h(v) nun dem Hamiltonoperator eines einzelnen Teilchens im unendlich tiefen
Potentialtopf mit V = L3 entspricht. Die Energieeigenwerte dieses Hamiltonoperators
sind aus der Quantentheorie wohlbekannt. In einer Dimension sind die Energieniveaus
durch
h2m?

~omrz"

gegeben, wobei die Quantenzahl n = 1,2,... den quantenmechanischen Impuls p =
n-mwh/L des Teilchens beschreibt. Analog beschreiben wir fiir N Teilchen in drei Dimen-

Ey
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3.7 Ideales Gas

sionen die quantenmechanischen Impulse p,, durch 3N Quantenzahlen ny,

wh v =1,...,N

pk=p3u+j—3=f‘nk, i =1,2,3 }kzl,...,BN.

Ein Mikrozustand ist also durch die 3N Quantenzahlen nj beschrieben,

r:(m,ng,...,ngN):{nk}, nk:1,2,...,

mit der zugehorigen Energie

3.7.1 Mikrokanonische Zustandssumme des idealen Gases

Zur Berechnung der mikrokanonischen Zustandssumme brauchen wir nur die Anzahl
Zustdnde mit vorgegebener Energie F,. = E zu bestimmen. Es ist allerdings einfacher,
zuerst die Anzahl der Zustdnde ®(E) mit E, < E zu berechnen,

®E,V,N)= > 1 (3.7.1)
r: En(V,N)<E

und die Zustandssumme anschliessend durch

zu bestimmen. Wir fithren nun in (3.7.1]) die Summe iiber » = (n1,...,n;) unter der
Annahme aus, dass die (mittleren) Impulse der Teilchen viel grosser sind als der minimale
quantenmechanische Impuls

h
Pk > I (3.7.2)

(klassischer Grenzfall). Diese Bedingung ist fiir gewohnliche Gase fast immer erfiillt, da
ein Gas aus Atomen oder Molekiilen bei Erniedrigung der Energie kondensiert, lange be-
vor sie verletzt wird. In dieser Ndherung lassen sich die Summen iiber n; durch Integrale

ersetzen,
oo 1 oo
Z — / dnk — 2/ dnk,
Nk 0 —o0

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass der Integrand eine gerade Funktion in
ny ist. Damit erhalten wir

o= > ) 1%231]\,/00dn1.../oodn3]v 1. (3.7.3)

r: E.<E n1=1,2,... nan=1,2,... > >
E.<FE

E.<E

65



3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik

A n-

-
>

123 --- ni

Abbildung 3.7.1: Quantenmechanische Zustédnde im Raum der (n;,n2) Quantenzahlen.
Die Anzahl Zustinde mit E, < FE ist fiir grosse E gleich der Kreis-
fliche mit Radius F, da sich pro Einheitsfliche gerade ein Schnittpunkt
befindet.

Zur Tlustration dieser Gleichung mag Abbildung dienen. Jeder Schnittpunkt im
(n1,ng,...)-Raum steht fiir einen diskreten quantenmechanischen Zustand. Die Energie
des Zustands r = (nq,ng,...) ist durch E, < Y n? gegeben. Geometrisch stellt dann
FE, = E = const. eine vieldimensionale, genau genommen eine 3/N-dimensionale Ku-
gel im (n1,n9,...)-Raum dar, im gezeigten Schnitt also einen Kreis. Fiir grosse E ist
die Anzahl Zustidnde mit E, < FE gleich dem Volumen dieser Kugel, da sich in einem
Einheitsvolumen genau ein Schnittpunkt befindet.

Um die Integrale iiber die ny’s auszufiihren, substituieren wir

mh

psznk-

und erhalten

L3N

>k Pi<2mE

wobei die Integration weiterhin auf ), pi < 2mE eingeschrankt ist.

Wir bemerken am Rande, dass der Volumenfaktor L3N = V¥ als Integral iiber die
Ortskoordinaten ausgedriickt werden kann. Der Ausdruck fiir die Anzahl Zustéande lautet
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3.7 Ideales Gas

dann

1 L L

>k Pi<2mE L3N=VyN

klassisches Phasenraumvolumen
(2mh)3N ’

d.h. unsere quantenmechanische Betrachtung stimmt mit der klassischen iiberein. Dies
ist nicht weiter erstaunlich, da wir in einem klassischen Grenzfall p; > h/L arbeiten. Der
Ubergang vom klassischen Phasenraumvolumen zu einer endlichen, abzihlbaren Anzahl
von Zustédnde ¢ ist ohne Quantenmechanik allerdings nicht nachvollziehbar.

Wir fahren nun mit Gleichung (3.7.4) weiter und fithren das 3N-dimensionale Integral
tiber die Impulse aus. Dies ergibt das Volumen einer 3 N-dimensionalen Kugel mit Radius

R =+vV2mkE.

Das Volumen dieser Kugel ist durch

3N

gegeben, wobei wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit N als gerade annehmen
konnen. Damit erhalten wir schliesslich

(27rm/h2)% N 3N

P(FE N) = Ez
und haben somit die E-, V- und N-Abhéingigkeiten vollstéindig bestimmt.

Nun kénnen wir die Zustandssumme Q(E, V, N) angeben. Da die Energie E nur mit
einer endlichen Genauigkeit  F bestimmt werden kann, ist die Zustandssumme durch

Q(E) = (E) — O(E — 0E)

gegeben. Unter der Annahme, dass N > 1 und die relative Abweichung E/E < 1, zum
Beispiel

N SE
37 =10%, = = 1079,
finden wir
E 102
®(F) = const.- E*" = const. - (E — (SE)1024 (E—cSE)

1 1024 0
- (1_10_5> - ®(E - 0E) > (exp (107°)) 7 - ®(E - IE)
= exp(10"Y) - ®(E - 0F)
> ®(E —SE).
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik

Damit ist folgende Néherung zuldssig und
Q(E, V, N) ~ ®(E, V, N)

gibt uns die Anzahl Zusténde mit vorgegebener Energie E,. = E an.

Das ist jedoch nicht ganz korrekt — aus quantenmechanischer Sicht sind die Atome des
Gases nicht unterscheidbar und der Austausch zweier Quantenzahlen

N3y+45—3 €7 N3/ 453

ergibt keinen neuen Mikrozustand r = (ny,...,n3y), ganz im Gegensatz zu einer klassi-
schen Betrachtung. Um diese quantenmechanische Ununterscheidbarkeit zu beriicksich-
tigen, miissen wir die Anzahl Zustédnde noch durch die Anzahl Permutationen N! der

Quantenzahlen in r dividieren,

Q Q
Fiir die mikrokanonische Zustandssumme des idealen Gases erhalten wir so
schliesslich den Ausdruck

1 (2rm/h%)2 _ y an

Dieser Ausdruck ist nicht besonders handlich. Wir kénnen einen Ausdruck mit gemassig-
teren Abhéngigkeiten von F,V und N erhalten, welcher dann auch verniinftige Taylor-
entwicklungen um F und V zulésst, indem wir den Logarithmus von 2 betrachten. Dabei
benutzen wir wie iiblich noch die Stirling’sche Nédherung

n!~(n/e)" bzw. Inn!lxnlnn-—n

und erhalten so

3N

E
1nQ(E,V,N)ZTIHN—I—NIH%—FNIDC,

wobei c eine von E,V und N unabhingige Konstante ist.
Wir schliessen mit folgenden Bemerkungen:

e (2 ist dimensionslos und tréigt keine physikalische Einheit. Die Terme In £, In V und
In ¢ sind entsprechend auf willkiirliche Energie- und Volumeneinheiten bezogen, so
dass die Summe der Logarithmen eine einheitenlose Zahl ergibt.
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3.7 Ideales Gas

e In obigem Ausdruck ist die Energie- und Volumenabhéngigkeit durch die Energie
pro Teilchen E/N und durch das Volumen pro Teilchen V/N ausgedriickt.

e Den Faktor 1/N! fiir die Ununterscheidbarkeit der Teilchen haben wir quantenme-
chanisch nur rudimentér iiber die Vertauschbarkeit der Quantenzahlen begriindet.
Wir werden im zweiten Teil der Vorlesungen sehen, wie uns eine detaillierte Beriick-
sichtigung der quantenmechanischen Vertauschbarkeit auf sogenannte ideale Quan-
tengase fithren wird, welche sich bei tiefen Temperaturen oder bei hohen Dichten
fundamental anders verhalten als das hier beschriebene ideale Gas.

Die Herleitung der mikrokanonischen Zustandssumme war doch recht aufwéindig. Wie
wir im néchsten Abschnitt sehen werden, ist die Berechnung der kanonischen Zustands-
summe viel einfacher.

3.7.2 Kanonische Zustandssumme des idealen Gases

Die kanonische Zustandssumme ist durch

Z= Y exp(-E}. b= 1

gegeben, wobei die Summe ohne Einschrinkung iiber alle moglichen Mikrozustédnde r
mit beliebiger Energie E, lduft. Der Beitrag jedes Zustandes zur Zustandssumme ist
mit dem Boltzmannfaktor exp(—SE,) gewichtet. Die Energie eines Mikrozustandes r =

(n1,na2,...,n3y) ist wie vorher durch
H272 3N p?
By 2mL2 Z
gegeben, wobei wir in der zweiten Gleichung
wh
pzzhklzfn“ ni:1,2,...

ersetzt haben. Wie in Gleichung ([3.7.3) kénnen wir die Summen iiber die Quantenzahlen
n; durch Integrale ersetzen,

o0 [oe)
Z — / dnk — = dnk,
Nk 0 —00
und mit der Substitution
wh
p; = fnl = dn; hdpi.

erhalten wir

1 (LY [ gyan 22
Z(ﬁv‘/aN):i 'y / dpl...dpgNe i=12m |
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3 Grundlegende Hypothese der statistischen Thermodynamik

wobei wir auch den Faktor 1/N! wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen beriicksich-
tigt haben. Bis auf die Tatsache, dass die Impuls-Integration nun ohne Einschrinkung der
Gesamtenergie erfolgt und dass jeder Zustand mit dem Boltzmanngewicht exp(—SE;)
gezahlt wird, ist diese Zustandssumme &quivalent zu Glg..

Da die Impulsintegrale faktorisieren, erhalten wir mit

oo 2
/ dp B _ 2mm
—o V B

den folgenden Ausdruck fiir die kanonische Zustandssumme eines idealen Gases,

1 /v 213

wobei wir die thermische de Broglie-Wellenléinge A eingefiihrt haben. Damit ist die
komplette T-, V- und N-Abh#ngigkeit der kanonischen Zustandssumme bestimmt.

Aus der kanonischen Zustandssumme kénnen nun relativ einfach den Erwartungwert der
Energie bestimmen. Dazu berechnen wir

10
EYy = ———7
0 0
= ~95 InZ = ~ 98 In [const.ﬂ_%}
3N 3
= — = _NkgT.
28 2B
Dies ist ein klassisches Resultat, welches nicht von A abhéngt, und wir hétten dasselbe
Resultat auch mit rein klassischen Uberlegungen herleiten konnen. Das Resultat ldsst
sich wie folgt interpretieren. Die mittlere Energie pro Teilchen ist
(E) 3 3
— =—=—kgT 3.7.5
N Qﬁ 2 B4, ( )
das heisst jedes Teilchen besitzt im Mittel eine Energie von %kz g1 pro Freiheitsgrad. Dies
ist der sogenannte Gleichverteilungssatz.

Wir schliessen mit folgenden Bemerkungen:

e Der Zusammenhang 8 = 1/kpT muss experimentell hergestellt werden. Der Aus-
druck fiir die mittlere Energie eines idealen Gases ist dafiir natiirlich besonders
niitzlich.

e Gleichung erlaubt eine physikalische Interpretation der Temperatur: die
Temperatur hat bis auf einen numerischen Faktor die Bedeutung ’Energie pro
Freiheitsgrad’ oder 'Energie pro Teilchen’. In diesem Sinne wire es am einfachsten,
kp =1 zu setzen und die Temperatur in Energieeinheiten anzugeben,

k=1 — [T]=Joule.
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3.7 Ideales Gas

3.7.3 Die Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung

Mithilfe der im vorhergehenden Abschnitt gemachten Uberlegungen kénnen wir jetzt
auch die Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung herleiten. Die Verteilung w(v)dv gibt
an, wie viele Teilchen eines idealen Gases man im Geschwindigkeitsintervall [v, v + dv]
findet, wobei v = |¥| der Geschwindigkeitsbetrag ist.

Zur Herleitung ist es einfacher, zuerst den Impulsbetrag p anstelle von v zu betrach-
ten. Die entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilung setzt sich dann aus zwei Faktoren
zusammen,

w(p)dp = Wahrscheinlichkeitsfaktor x Zustandszahlfaktor .

Der Wahrscheinlichkeitsfaktor gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Teilchen mit Ener-
gie E, zu haben, wéhrend der Zustandszahlfaktor die Anzahl Realisierungen von FE),
im Intervall [p,p + dp] angibt. Der Wahrscheinlichkeitsfaktor ist durch die kanonische
Verteilung fiir ein Teilchen festgelegt,

1 2
Wahrscheinlichkeitsfaktor: m exp {—5 p} )

2m

wahrend der Zustandszahlfaktor durch das Phasenraumvolumen des Impulsintervalls
gegeben ist,

Zustandszahlfaktor: M )
(2mh)3
Damit erhalten wir
1 V dp, dp, dp.
d o P Py Pz
wldv = 7537 eXp{ } (27h)3

m 3/2 m
dmv?d
<2kaT> eXp{ 2kBT} o

und damit

m 3/2 muv? 9
- — 4
o) = (grir) oo {amr)

fiir die Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung. Die Verteilung ist in Abbildung
skizziert.

Die Verteilung kann wie folgt interpretiert werden. Fiir kleine Geschwindigkeiten steigt
w(v) zunichst an, weil das Phasenraumvolumen in einem Intervall dv proportional zu v?
ist. Fiir grosse Werte von v nimmt w(v) dagegen exponentiell ab. Dies beruht auf dem
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w(Vv)[

Vinax
Vmittel

E erms

L
\'

Abbildung 3.7.2: Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung mit eingezeichnetem vy ax,

Umittel; Urms-

Boltzmannfaktor exp(—SE) der kanonischen Verteilung. Die charakteristischen Grossen
der Verteilung sind durch

2kpT
Umax = s
m
-  [ShpT
<'l)> = Umittel = — T
™ m
3kgT
<U2> = Urms = B
m

gegeben und sind in Abbildung eingetragen.
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4.1 Einfiihrung

Ein Mol Gas besteht aus ungefihr 0.6 - 1024 Teilchen und kann gemiss der mikroka-
nonischen Zustandssumme von der Grossenordnung ®(E) ~ O(E(10*") verschiedene
Zustéinde annehmen. Ein solches System ist relativ ungeordnet und diese Unordnung
kann mithilfe des Informationsmangels quantifiziert werden. Der Informationsmangel I
gibt an, wie viel Information uns zur Beschreibung des aktuellen Zustandes eines Systems
fehlt, d.h. der Informationsmangel trennt uns von der exakten Kenntnis des aktuellen
Zustandes des Systems.

Interessanterweise ist es moglich, den Informationsmangel statistisch auf eine sinnvolle
und prézise Art und Weise zu definieren. Bis auf einen Proportionalitéitsfaktor ist der
Informationsmangel I gleich der sogenannten Entropie S eines Systems,

S=kpln2-1.

Die physikalische Bedeutung des Informationsmangels bzw. der Entropie kann wie folgt
erlautert werden. Wenn wir einem System bei konstantem Volumen Wirme bzw. Energie
zufithren, dann nimmt die Anzahl Zustinde R exponentiell zu (siehe zum Beispiel die
Diskussion in Abschnitt . Damit nehmen natiirlich auch der Informationsmangel
und die Entropie zu, da sich die zusétzliche Energie auf viele verschiedene Arten auf die
vorhandenen Teilchen verteilen lédsst. Es ist deshalb nicht erstaunlich, dass die statistische
Definition der Entropie erlaubt, den Zusammenhang dS « d@ herzustellen, wobei d@)
die dem System zugefiihrte Warme bedeutet. Insbesondere lautet eine Formulierung des
2. Hauptsatzes der Thermodynamik

_ 49
ds ==+

flir quasistatische Prozesse.

In den folgenden Abschnitten werden wir uns nun eingehender mit der genauen Be-
deutung und der statistischen Definition sowohl des Informationsmangels als auch der
Entropie auseinandersetzen und die Konzepte schliesslich auch auf verschiedene schon
bekannte Systeme anwenden, wie zum Beispiel Teilchen auf der Energieleiter und das
ideale Gas.
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4.2 Information und Informationsmangel

Um uns iiber die Bedeutung des Informationsmangels klarer zu werden, betrachten wir
zuerst zwei Beispiele.

Beispiele:

1) Wir betrachten eine geworfene Miinze, wobei Kopf/Zahl gleichwahrschein-
lich auftreten. Die R = 2 Zustédnde kénnen durch eine Binarziffer dargestellt
werden:

1
R =2, Po=p1=75-

Die Mitteilung des Zustandes entspricht gerade 1 bit Information und der
Informationsmangel ist

I = 1[bit].
Der Zustand kann durch eine binére ja/nein-Frage ermittelt werden.

2) Wir betrachten N unterscheidbare Miinzen wie oben beschrieben. Die R = 2V
Zusténde konnen durch eine N-stellige Binérziffer dargestellt werden:

Die Mitteilung des Zustandes entspricht N bit Information und der Informa-
tionsmangel ist
I:NZIHQR: —ln2pi.

Der Zustand kann durch N binére ja/nein-Fragen ermittelt werden.

4.2.1 Optimale und supobtimale Fragestellungen

In den beiden vorangegangenen Beispielen war es relativ klar, wie man den aktuellen
Zustand durch bindre Fragen am besten ermittelt. Fiir kompliziertere Systeme ist die
optimale Wahl der Fragen in der Regel nicht von vornherein klar. Wir illustrieren das
anhand eines Beispiels einer Dame auf dem Schachbrett, deren Position mit bin&ren
Fragen ermittelt werden soll, um den Informationsmangel zu bestimmen.

Strategie 1:
Wir gehen systematisch durch die Felder des Schachbretts und fragen sukszessive, ob
sich die Dame auf dieser Position befindet:

ja

1. Frage: Dame auf A1?7 —
2 weiter zu Frage 2
2. Frage: Dame auf A2? LN

—  weiter zu Frage 3
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4.2 Information und Informationsmangel

3. Frage: Dame auf A3? LN
nein .
weiter zu Frage 4

ja

63. Frage: Dame auf H7? 2o
% v (Dame auf H8)
Wir finden, dass wir in 1/64 der Fille eine Frage, in 1/64 der Fille 2 Fragen, usw. und

in 2/64 der Féille 63 Fragen brauchen, um die Position der Dame zu bestimmen. Im
Durchschnitt benétigen wir also etwas iiber 32 Fragen,

&1 1 31
Anzahl Fragen :Z—-i+—-63:32—|——.
— 64 64 64

Strategie 2:
Wir grenzen nun das Gebiet, in welchem sich die Dame befindet, sukszessive ein, bis wir

sie auf einem Feld lokalisiert haben (siche Abbildung):
1. Frage: Dame auf der linken Brettseite?
2. Frage: Dame auf rechter unterer Brettseite?

3. Frage: Dame auf linker Seite

der rechten unteren Brettseite? v

6. Frage: Dame auf unterem Feld?

Mit dieser Fragestrategie brauchen wir zwar nur 6 Fragen, dafiir aber in jedem Fall.
Tatséchlich betrigt der Informationsmangel bei R = 64 moglichen Zusténden gerade

I=1ny64=1ny2°=6.
Die hier gewéhlte Strategie 2 ist in diesem Sinne eine optimale Fragestrategie.

Die bisher angetroffenen Situationen sind in dem Sinne speziell, als dass die Anzahl
Zustéinde immer eine 2er-Potenz R = 2™, n € N betragen und alle Zusténde gleich
wahrscheinlich sind. Im n#chsten Abschnitt wollen wir diese beiden Einschrinkungen
durch eine allgemeine Definition des Informationsdefizits umgehen.

4.2.2 Verallgemeinerung

Wir erweitern nun die Definition des Informationsmangels auf zwei verschiedene Arten:

1) fiir eine beliebige Anzahl von Zusténden R mit gleichen Wahrscheinlichkeiten p;:

IZIDQR:— lngpi,
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2) fiir unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten p; der Zusténde:

R
I==> pi-Ingp;.
i=1

Dass diese beiden Verallgemeinerungen sinnvoll sind, kann an folgenden Beispielen erlautert
werden. Wir betrachten zuerst ein System mit R = 10 gleich wahrscheinlichen Zustédnden.
Wir haben also

1
R =10, pi:§:0.1 = [I=+41In10=3.322....
Das Informationsdefizit I kann als mittlere Anzahl Fragen F bei optimaler Fragestrategie
interpretiert werden. Wie aber sieht eine optimale Fragestrategie aus, wenn die Anzahl
Zusténde nicht R = 2" mit n € N betréigt?

Strategie 1:
Wir grenzen den Zustand sukszessive so weit wie moglich durch Halbieren des Zustands-
raums ein:

3. Frage
/®\/ //Q\\/ \//®\\/ //®\

A —
4. Frage
\//Q\/ //Q\/

Mit dieser Strategie brauchen wir in 6 von 10 Féllen genau 3 Fragen und in den restlichen

4 von 10 Fillen genau 4 Fragen. Wir bendtigen im Durchschnitt also
— 6 4
F=—. —-4=34
10 St 10 s

Fragen. Das scheint also noch nicht ganz die optimale Fragestrategie zu sein.

Strategie 2:
Wir fassen nun L = 3 Mitglieder der Gesamtheit zusammen. Diese 3 Mitglieder kénnen
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4.2 Information und Informationsmangel

insgesamt R = 10 Zustéinde annehmen. Da aber 103 < 2% reichen dafiir 10 Fragen
sicher aus. Die mittlere Anzahl Fragen betrigt demnach

F=10_ 3333
3

Strategie 3:

In Verallgemeinerung von Strategie 2 fassen wir nun eine grosse Zahl L > 1 von Mitglie-
dern der Gesamtheit zusammen. Diese L Mitglieder kénnen insgesamt R = 10* Zustinde
annehmen. Wir iiberlegen uns jetzt, wie viele Fragen wir mindestens und héchstens brau-
chen, um einen dieser R Zusténde zu bestimmen. Fiir eine gegebene Zahl L finden wir
eine hinreichend grosse Zahl P € N, so dass

oP—1 10L < 2P
P—-1< L-lny10 <P
(P-1)/L< 1Inp10 < P/L.

Im Limes L — oo haben wir also

- P

F= 7 —  Iny 10 = 3.322....
Dies scheint also tatséchlich die optimale Fragestrategie zu sein.

Wir wollen nun auch noch die zweite Verallgemeinerung an einem Beispiel illustrieren.
Wir betrachten wiederum eine Dame auf einem Feld eines Schachbrettes. Diesmal inter-
essieren wir uns aber nur dafiir, ob sich die Dame im Sektor i = 0, 1,2 befindet. Dies ist
offensichtlich mit den Wahrscheinlichkeiten
1 1
p0=§7P1=P2=Z

der Fall. Eine optimale Fragestrategie ist nun die folgende:

1. Frage: Dame in Sektor 07 LI
weiter zu Frage 2

2. Frage: Dame in Sektor 1?7 LI 9
= v

Wir brauchen mit dieser Strategie im Durchschnitt also gerade

_ 1 1 1 3
F=g 1+ 2+72=3

Fragen. Wir kénnen das auch wie folgt schreiben:
- 1 1 1
F=- g2 + - Iny2?+ - -Iny 22
2 119 + 4 N9 + 1 N9
= —po - Ingpo — p1 - Ina p1 — p2 - Ing po

2
== pi-lngp;.
=0
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4 Information und Entropie

Fassen wir also die allgemeine Definition des Informationsdefizits fiir ein System mit R
Zustéinden und den Wahrscheinlichkeiten p;,¢ = 1,..., R noch einmal zusammen:

R | B
I = —Zpi “Ingp; = "2 Zpilnpi~
=1 i=1
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4.3 Definition der Entropie

Definition der Entropie

Die Entropie S ist nun im Wesentlichen, ndmlich bis auf den Proportionalitéitsfaktor
kp1n2, als das Informationsdefizit definiert. Fiir ein System mit R Zusténden und den
Wahrscheinlichkeiten p;,7 = 1,..., R ist die statistische Definition der Entropie durch

R
S=kpln2-T=—kp) p;lnp (4.3.1)
=1

gegeben. Dazu machen wir folgende Bemerkungen:

Der Proportionalitétsfaktor kpIn 2 ist so gewihlt, dass dS = dQ/T gilt.

Die Summe ist eine Summe {iber die Quantenzustinde des Systems, wobei die
moglichen Zustdnde und die Wahrscheinlichkeiten geméss der gegebenen Gesamt-
heit (mikrokanonisch, kanonisch, ...) definiert sind.

Fiir eine mikrokanonische Gesamtheit ist das Informationsdefizit durch I = Ins 2
gegeben, da ja die mikrokanonische Zusandssumme ) gerade die Anzahl Zustéinde
des Systems z#hlt. Damit haben wir dann fiir die Entropie

S =kplnQ, (4.3.2)

worin wir gerade den Satz von Boltzmann erkennen.
Die Definition ist allgemein giiltig, auch ausserhalb eines Gleichgewichtszustandes.

Eine alternative Schreibweise ist durch
S =—kp(Inp)

gegeben.

Es ist aufschlussreich, das Verhalten der Entropie bei extremen Temperaturen zu
verstehen. Dazu betrachten wir ein System mit den zwei Zustéinden ¢ = 0 (Grund-
zustand) und i = 1 (angeregter Zustand). Die Wahrscheinlichkeiten py und p;
héngen von der Temperatur geméss der kanonischen Gesamtheit ab. Wir haben

dann:
T—0: po=1,p1 =0 = S§=0,

T —o00: Po=p1 = = S=kpln2.

N[

Es gilt der folgende Satz: Das Informationsdefizit und damit die Entropie sind
maximal, falls die R Zustédnde eines Systems gleichverteilt sind, d.h. falls
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80

Das bedeutet, dass die mikrokanonische Gesamtheit ein maximales Informations-
defizit besitzt, d.h. die Unordnung maximal ist. Wir werden in Abschnitt noch

einmal darauf zuriick kommen.

Die Entropie is additiv: fiir zwei unabhéngige Systeme mit den Entropien S; und
So gilt fiir das Gesamtsystem
S=5+595;.

Dies kann durch eine einfache Rechnung iiberpriift werden. Seien

7 - _ Zpgl) ) lnngl), Zpgl) =1,

T R B, <
k k

die Informationsdefizite der beiden Systeme. Das kombinierte System besitzt die

(1), (2)

Zusténde (i, k) mit den Wahrscheinlichkeiten p;, = p, ’p,’ und das Informations-

defizit des Gesamtsystems lautet dann

I'==> pir-Ingpi = W4 1@
ik



4.4 Entropie und freie Energie der kanonischen Gesamtheit

4.4 Entropie und freie Energie der kanonischen
Gesamtheit

Wir haben bisher gesehen, wie die Entropie als Mass der Unordnung mit der mikro-
kanonischen Gesamtheit zusammenhéngt. Jetzt wollen wir verstehen, welche Rolle die
Entropie in einer kanonischen Gesamtheit spielt. Dazu wenden wir einfach die statistische
Definition der Entropie, Gleichung , auf die kanonische Verteilung

Di = Z(lﬁ)eﬁEi

an:

S=—kp) pilnp

Z(8)°
— kp (B(E) +InZ(8)).

Der letzte Ausdruck kann auch direkt mit S = —kp (Inp) hergeleitet werden. Wir defi-
nieren nun die freie Energie F durch

= —hp Y e P (<BE: — 0 Z(5))

ZB) =P —= F= —;1112(5).

Damit haben wir

S=kpB(E)—-F)

beziehungsweise
F=(E)-T-S.
Zur Unterscheidung von der freien Energie wird (E) manchmal auch als innere Energie

U bezeichnet. Im Gegensatz zur inneren Energie kann nur die freie Energie vollstdndig
in Arbeit umgewandelt werden.
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4.5 Entropie von N Teilchen auf einer Energieleiter

Um die beiden neuen Konzepte der Entropie und der freien Energie noch besser zu verste-
hen, wenden wir sie nun auf das schon bekannte System von N unterscheidbaren Teilchen
auf der Energieleiter an. Wir beginnen die Betrachtung mit der kanonischen Gesamtheit
und vergleichen die Resultate dann mit denjenigen, welche wir in der mikrokanonischen
erhalten werden.

4.5.1 Kanonische Gesamtheit

Wir berechnen zuerst die freie Energie

F = —éan(ﬂ) = —glnzw)

= ]gln (1 — 67’6)6) .

Im zweiten Schritt haben wir verwendet, dass sich die kanonische Zustandssumme fiir NV
unabhéngige Teilchen durch die kanonische 1-Teilchen Zustandssumme z(/3) ausdriicken
lisst, Z(B) = z(B)Y. Fiir die Entropie erhalten wir damit

1
S == ((E)~ F)

= kN (666561 —1In (1 — 656>> )

Wir lassen das Resultat vorerst so stehen und berechnen nun die Entropie in der mikro-
kanonischen Gesamtheit.

4.5.2 Mikrokanonische Gesamtheit

Wir gehen wie iiblich von der mikrokanonischen Zustandssumme fiir N Teilchen aus,
welche sich M Energieeinheiten €, also eine Gesamtenergie F = Me teilen,

(M + N —1)!

Z(E) = Z(M,N) = ST

Wie viele Fragen sind nun notig, um den aktuellen Zustand des Systems zu ermitteln?
Das Informationsdefizit betrigt

[ = Iny 2(E) = 2ZE)

In2
B (M + N —1)!
=1 <M!(N—1)! >/ln2.
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4.5 Entropie von N Teilchen auf einer Energieleiter

Wir kénnen diesen Ausdruck im thermodynamischen Limes M, N — oo mit M/N =
const. mithilfe der Stirling’schen Formel folgendermassen vereinfachen:

I={M+N)In(M+N)—MInM—-NInN}/In2

—{(M—i—N) <lnM—|—ln<1+J\]\;>> —MlnM—NlnN}/ln2

oo (10 2) v ()
S (R e e o

Jetzt identifizieren wir

N M ebe M 1
1+ =¢fc 14 - =~  In—=ln—
tuT¢ YT NT B N

und erhalten so nach einigen Umformungen

I—lnN2<€5§i1—ln<1—eﬁe>>.

Dies ist bis auf den Faktor kpIn2 gleich der Entropie in der kanonischen Gesamtheit,

Skanonisch = kB In2- Imikrokanonisch im Limes N — o0.

Dieser Zusammenhang liefert uns damit eine physikalische Interpretation der Entropie
in der kanonischen Gesamtheit. Analog zum Informationsdefizit in der mikrokanonischen
Gesamtheit ist die Entropie ein Mass der Unordnung in der kanonischen Gesamtheit.
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4.6 Entropie des idealen klassischen Gases

Wir wollen nun die Entropie fiir das ideale Gas berechnen. Unterwegs werden wir uns
noch einmal eingehend mit der Ununterscheidbarkeit der Teilchen beschéftigen und se-
hen, welche Auswirkungen sie auf die Physik des idealen Gases hat.

Wir gehen von der kanonischen Zustandssumme des idealen Gases aus,

3N 2
_ . bj mh
Z(B,V,N) = g e PEr mit E,. = E ﬁ, pj:fnj,njzl,Q,...
T j:l

1 /v\V
:N!<)\3>

1 2mm 3/21 N
ﬂw[‘”(g) h?’]

Wir rekapitulieren noch einmal, wie und in welcher Form sich die Quantenmechanik in
diesem Ausdruck manifestiert:

e die Zustande sind abzéhlbar,

e h =2mh # 0 stellt den Zusammenhang zwischen dem klassischen Phasenraumvo-
lumen und der quantenmechanischen Abzéhlbarkeit her,

e die Ununterscheidbarkeit der Teilchen ergibt den Faktor 1/N!.

Um uns die Wichtigkeit dieser Punkte vor Augen zu fithren, berechnen wir die Entropie
zuerst ohne den Faktor 1/N!, also im Prinzip fiir ein klassisches ideales Gas:

S =—kp Zpi In p;

1 45
= —kp Zpi In (Ze ﬁEl)

= —k‘B Zpi (—hlZ — BEZ)

=kplnZ+ kpp <E>
1
= 2 ((E) ~ F)

Im letzten Schritt haben wir die Definition der freien Energie F' = —1/F1n Z benutzt.
Den Erwartungswert der Energie haben wir schon in Abschnitt Gleichung (3.7.5])
berechnet,

<E>:%Nk:BT,
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4.6 Entropie des idealen klassischen Gases

und eine explizite Berechnung der freien Energie ergibt

K 2mm 3/2
h3 I5]

Damit erhalten wir fiir die Entropie des klassischen idealen Gases

JE R

1
F = —Ban = —NkgTlIn [;\/3] =—NkgTIn

| S

3
S:§Nk3+N/~cBln

Es folgen einige Bemerkungen zu diesem Resultat.

Im klassischen Limes h — 0 divergiert die Entropie des klassischen idealen Gases.
Wiéhrend der Erwartungswert der Energie (E), wie schon in Abschnitt erwahnt,
im klassischen Limes endlich ist, divergiert die freie Energie. Dies ist nicht weiter er-
staunlich, da im klassischen Limes der Zustandsraum durch den klassischen Phasenraum
beschrieben wird, welcher ein Kontinuum bildet. Der entsprechende Informationsmangel
ist jedoch unendlich, da unendlich viele bin&dre Fragen benotigt werden, um die kontinu-
ierlichen z- und p-Koordinate eines jeden Teilchens zu bestimmen.

Bei der Schwarzkorperstrahlung, welche wir im zweiten Teil der Vorlesung im Detail
beschreiben werden, ergibt sich bei einer klassischen Betrachtung eine dhnliche Situa-
tion, die sogenannte Jeans’ oder ultraviolette Katastrophe. Im klassischen Fall strahlt
nédmlich ein schwarzer Korper unendlich viel Energie ab, da Strahlung mit unendlich
hoher Frequenz moglich ist. Bei einer quantenmechanischen Betrachtung allerdings be-
grenzt Plancks Wirkungsquantum h # 0 die Frequenz nach oben (im ultravioletten Be-
reich der Strahlung), was zu einem endlichen Resultat fiir die Schwarzkorperstrahlung
fithrt. In unserem Fall verhindert h # 0 die Katastrophe einer divergierenden Entropie.

Die Quantenmechanik driickt sich auch im Faktor 1/N! aus, welchen wir ja fiir den
Moment vernachlissigt haben. Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass die Nicht-
Berticksichtigung dieses Faktors im klassischen Ausdruck der Entropie, Gleichung ,
zu Inkonsistenzen fiihrt.
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4.7 Das Paradoxon von Gibbs

Zur Erlauterung des Paradoxons von Gibbs betrachten wir zwei gleiche Volumina dersel-
ben Menge eines idealen klassischen Gases, z.B. Helium (He), bei derselben Temperatur
im Kontakt miteinander. Wir kénnen uns dann fragen, wie gross die Entropiezunahme
AS bei der Herausnahme der Zwischenwand ist.

N, V. T N, V. T Herausnahme 2N,2V,T
der Zwischenwand

He He He

Wir geben dazu zwei unterschiedliche Antworten:

a) Antwort mit dem 2. Hauptsatz der klassischen Thermodynamik: AS = 0, da die
Herausnahme der Zwischenwand ein reversibler Prozess ist.

b) Explizite Berechnung mithilfe des Ausdrucks (4.6.1)) fiir der Entropie des idealen
klassischen Gases:

AS = S(2N,2V,T) —2- S(N,V,T)
3 2V 3 1%
= 5(2N)ks + (2N)kp I [(Ag)} _2. <2Nk:B + Nkgn [A?’D
= 2Nkp In2
>0.

Dies ist das Gibbs’sche Paradoxon. Mithilfe der Interpretation der Entropie als Informa-
tionsmangel ist es tatsichlich so, dass wir nach der Herausnahme der Wand pro Teilchen
eine Frage mehr brauchen, um den Zustand des Systems zu bestimmen, ndmlich die
Frage, ob sich das Teilchen in der linken oder der rechten Hélfte des Volumens befindet.
Dieses Argument setzt allerdings voraus, dass wir die Teilchen unterscheiden kénnen.
Sind die Teilchen ununterscheidbar, brauchen wir die zusétzliche Frage nicht zu stellen
und wir wiirden dementsprechend keine Zunahme des Informationsdefizits feststellen, al-
so AS = 0. Tatséchlich fithrt die Beriicksichtigung der Ununterscheidbarkeit der Teilchen
mit dem Faktor 1/N! zur Auflésung des Paradoxons.
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4.8 Entropie des idealen Gases

Wir beriicksichtigen nun also die aus der Quantenmechanik begriindete Tatsache, dass
die Teilchen des idealen Gases ununterscheidbar sind, mit dem Faktor 1/N!,

VY 1 1 (VY
Zklassisch(ﬁ) = ()\;3) - Z(ﬂ) = ﬁ : Zklassisch(ﬂ) = ﬁ ()\3> .
Damit erhalten wir fiir die freie Energie F' = —1/81n Z(p)
1
F=—InZ
g
1 1
= —E ln |:]\]‘Zk]:|
1 1
= —EIDZ}(]. —+ BIDN‘
1
= Fg + B(NIDN_ N)
und fiir die Entropie
S=2((E) = Fa— S(NlnN - N)
- T kI ,8

= gNk‘B—I-Nk‘Bln <;\/3> —Nk‘Bln(N)—I—Nk‘B

3 v
() v ke () ).

Das ergibt schliesslich fiir die Entropie des idealen Gases

5
S:§N]€B+Nk’3 In

N_th (27;,”)3/2] | (4.8.1)

Es ldsst sich nun einfach iiberpriifen, dass dieser Ausdruck fiir die im vorangegangenen
Abschnitt [4.7| diskutierte Situation (Gibbs’sches Paradoxon) das richtige Resultat ergibt:

S(2N,2V,t) — 28(N,V,T) = 0.

Es ist also tatséchlich von zentraler Bedeutung, die Ununterscheidbarkeit der Teilchen
richtig zu berticksichtigen.

Als ni#ichstes schauen wir uns jetzt noch einen Vorgang an, in welchem die Entropie
tatséchlich zunimmt, ndmlich wenn zwei unterschiedliche Gase gemischt werden.

87



4 Information und Entropie
4.9 Mischentropie

Wir verallgemeinern nun den in Abschnitt diskutierten Fall dahingehend, dass wir
zwei verschiedene Gase zusammenfiithren, zum Beispiel mit zwei Arten von Teilchen
unterschiedlicher Masse mq und mao:

N, V,T N, V. T Herausnahme 2N,2V, T
der Zwischenwand

mi mo mi,ma

Wir kénnen nun mithilfe der Gleichung (4.8.1) die bei diesem Vorgang entstehende
Entropieéinderung berechnen:

2V 2V |4 Vv
_ Vi (m <3 ) i <3 ) i <3 ) hn <3 ))
N)‘(l) N)\(2) N)‘(l) N)\(Q)
=2Nkgln2.

Dabei haben wir im ersten Schritt benutzt, dass sich die Beitrédge der Energien vor und
nach dem Herausnehmen der Trennwand gerade aufheben, sowie

B

2mm;

Ay = h

fiir die thermischen Wellenlédngen der beiden Teilchenarten. Den Ausdruck AS = 2NkpIn 2
nennt man Mischentropie. Tatséchlich brauchen wir nach Herausnahme der Trennwand
pro Teilchen genau eine Frage mehr (Teilchen mit Masse m; oder ms), um den Zustand
des Systems zu bestimmen. Es ist derselbe Ausdruck, den wir fiir das Gibbs’sche Para-
doxon gefunden haben, nur dass er diesmal gerechtfertigt ist, da die beiden Arten von
Teilchen tatséchlich unterscheidbar sind. Zudem impliziert AS > 0, dass der Prozess
irreversibel ist. Tatséchlich wiirde es sehr viel Arbeit bedeuten, die Teilchen nach ihrer
Masse zu sortieren, um die urspriingliche Situation wieder herzustellen.
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4.10 Entropie von schwarzen Léchern

Die Entropie interpretiert als Informationsdefizit spielt bei der Betrachtung von schwar-
zen Lochern eine wichtige Rolle. Schwarze Locher sind kosmologische Objekte, welche aus
durch die Gravitationskraft kollabierten Objekten entstehen kénnen, falls deren Masse
M bei fester Grosse gross genug, oder ihre Grosse bei fester Masse klein genug wird:

M 7 bei fester Grosse,

h Loch
schwarzes Loch < { Grésse \, bei fester Masse.

Schwarze Locher wurden geméiss der allgemeinen Relativitétstheorie vorausgesagt, lange
bevor sie experimentell nachgewiesen werden konnten. In der Tat ist mittlerweile klar,
dass es in unserem Universum Millionen von schwarzen Lochern in den Galaxien geben
muss, welche aus gewOhnlichen Sternen entstanden sind. Zudem vermutet man auch, dass
sogenannte supermassive scharze Locher im Zentrum von Galaxien sitzen, insbesondere
auch in unserer.

Allerdings stellen schwarze Locher nach wie vor signifikante Herausforderungen fiir die
theoretische Physik dar. Diese Herausforderungen stellen sich auf dem Niveau der Quan-
tenmechanik und der statistischen Thermodynamik, und nicht etwa innerhalb der allge-
meinen Relativitdtstheorie, in welcher sich schwarze Locher als klassische Losungen mit
Singularitdten darstellen lassen. Tatséchlich strahlen schwarze Locher Energie ab und
besitzen thermodynamische Eigenschaften wie Temperatur und Entropie. Diese Eigen-
schaften sind aber mit géngigen Theorien, wenn iiberhaupt, nur schwierig zu verstehen.
Im Folgenden wollen wir diesen Sachverhalt etwas genauer beleuchten und insbesondere
die Entropie eines schwarzen Lochs berechnen.

Die einfachsten schwarzen Locher konnen durch sogenannte Schwarzschild-Loésungen dar-
gestellt werden. Es sind dies kugelsymmetrische, statische Losungen der Einstein’schen
Gravitationsgleichungen der allgemeinen Relativitéitstheorie. Das Gravitationsfeld eines
solchen schwarzen Lochs entspricht demjenigen einer Punktmasse M. Die Punktsingu-
laritéit ist von der Aussenwelt durch den Ereignishorizont abgetrennt (vgl. Abbildung).

Ereignis-
horizont
M '.

o ———+
Rg /

Klassisch betrachtet kann innerhalb des Ereignishorizonts dem schwarzen Loch nichts
entflichen. Der Ereignishorizont stellt eine zweidimensionale Kugelfliche mit dem Schwarz-
schildradius Rg dar.
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4 Information und Entropie

Der Schwarzschildradius Rg kann aus der Tatsache abgeschétzt werden, dass die Energie
eines Teilchens mit Masse m am Ereignishorizont ndherungsweise verschwindet. Mit der
Ruhenergie E = mc? des Teilchens und der Gravitationsenergie GMm/Rs des Teilchens
am Ereignishorizont ergibt sich so

s GMm _GM

me” — ~0 = Rg~—5.
c

S

Eine genauere Rechnung ergibt den exakten Ausdruck

2GM
Rg = 5

C

fiir den Schwarzschildradius. Jedes Objekt mit Masse M besitzt im Prinzip einen Schwarz-
schildradius. Zum Beispiel besitzen die uns bekannten Objekte

Sonne: Rg ~ 3km,
Erde: Rg~ lcm.

Massive Objekte sind demnach genau dann schwarze Locher, wenn Ropjekt < Rs,
Ropjext < Rs = schwarzes Loch.

Es ist noch zu bemerken, dass das Gravitationsfeld am Ereignishorizont sehr schwach

ist:
. GM et
lg] = =

T
Ein solches schwarzes Loch steht nun allerdings im Widerspruch zum 2. Gesetz der Ther-
modynamik, welches unter anderem besagt, dass bei jedem Vorgang die Entropie gleich
bleibt oder zunimmt, dS > 0. Stellen wir uns jetzt vor, dass eine interstellare Wolke
aus heissem Gas auf das schwarze Loch trifft und den Ereignishorizont iiberschreitet, so
nehmen die Masse und insbesondere auch die Entropie des schwarzen Loches entspre-
chend der Masse und Entropie der Gaswolke zu, damit dS > 0 nicht verletzt wird. Das
schwarze Loch besitzt also eine nichtverschwindende Entropie, das heisst sehr viele ver-
schiedene Mikrozustdnde. Dies aber widerspricht der Tatsache, dass ein schwarzes Loch
eine Punktsingularitit darstellt.

Die Entropie eines schwarzen Lochs kann jedoch daraus verstanden werden, dass schwar-
ze Locher gemiiss Stephen Hawking eine thermische Strahlung mit einer definierten Tem-
peratur emittieren, der sogenannten Hawking-Temperatur Ty. Die Temperatur ist am
Ereignishorizont T o |g] oc 1/M und betrigt genau

he?
8tGM °
Dies erlaubt uns nun, die sogenannte Bekenstein-Entropie Sp des schwarzen Lochs zu
berechnen. Aus dem 1. Gesetz der Thermodynamik dE = T - dS erhalten wir mit F =
Mc?

kpTy =

dE = *dM = Ty - dS —chids
TO T AN OB = e M kg B
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4.10 Entropie von schwarzen Léchern

und damit ) G
T
—dSg = ——dM?.
A

Wir kénnen diese Gleichung nun unter der Annahme integrieren, dass

li =0.
Mgnoo SB 0
Wir erhalten dann g A
B s 2
— = M
kgp he ’

das heisst die Entropie eines schwarzen Lochs ist o< M?2. Dieses Resultat kénnen wir
alternativ auch mithilfe der Fliche A = 47 R? des Ereignishorizonts ausdriicken. Mit
R = 2GM/c? erhalten wir

Sg 1 A A

kg ARG T 4.4

wobei die Planck-Lénge

[hG
lp =1/ —5 = 1.616199(97) 10%° m

ist und alle fundamentalen Naturkonstanten miteinander verbindet. Der Ausdruck fiir
die Entropie erlaubt eine einfache physikalische Interpretation:

1
Sp 1 der Fliche in Einheiten der (Planck-Linge)?.

Da /p extrem klein ist, muss die Bekenstein-Entropie eines schwarzen Lochs besonders
gross sein. Pro Flachenelement E%D besitzt ein schwarzes Loch also einen Freiheitsgrad mit
einer endlichen Anzahl Zusténden. Eine weitere Interpretation ist, dass die gesamte In-
formation eines schwarzen Lochs auf seinem Ereignishorizont gespeichert ist. Die exakte
Berechnung der Entropie von schwarzen Loéchern aus einer fundamentalen Theorie und
im Einklang mit der allgemeinen Gravitationstheorie von Einstein ist eine der aktuellen
Herausforderungen der theoretischen Physik.
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4.11 Das Prinzip der maximalen Entropie

Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik besagt unter anderem, dass dS > 0. Dies bedeu-
tet, dass ein System im Verlauf der Anndherung an den Gleichgewichtszustand maximale
Entropie anstrebt. Man kann sich dann die Frage stellen, welche Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der Mikrozusténde diesem Zustand der maximalen Entropie entspricht. Wie wir
in diesem Kapitel sehen werden, folgt die Verteilung einer jeden Gesamtheit einem all-
gemeinem Maximierungsprinzip, ganz analog zum Prinzip der maximalen Wirkung in
der klassischen Mechanik. In der statistischen Thermodynamik wird im Gleichgewichts-
zustand je nach Gesamtheit jeweils eine bestimmte Grosse extremal, zum Beispiel die
Entropie bei der mikrokanonischen Verteilung oder die freie Energie bei der kanonischen
Verteilung.

Wir illustrieren das Prinzip zuerst an einem einfachen Beispiel bevor wir es dann im
Detail auf die mikrokanonische und die kanonische Gesamtheit anwenden. Wir betrach-
ten also ein System aus zwei Zustédnden ¢ = 0,1, welche mit den Wahrscheinlichkeiten
po = x und p; = 1 — x auftreten. Der Informationsmangel des Systems betrigt dann

I(z) = —é(azlnx—k(l —z)In[l —2]) .

Wir sehen dann direkt, dass I~
xr=0 = [I=0,
r=1 = [I=0,

r=1/2 = I=1

0.8

Die gesamte Funktion ist in Abbil- o

dung gezeichnet. Der Informati-
onsmangel, und damit die Entropie be- 04
ziechungsweise die Unordnung, ist al-
so genau dann maximal, wenn die
beiden Zustéinde gleich wahrscheinlich
sind. Diese Situation entspricht ge-

1(x)

. . . L | L | L | I | L
rade der mikrokanonischen Verteilung. 9% 02 04 06 08 i

X

Wir fassen diese Tatsache im folgen-
den Satz zusammen und werden ihn im Abbildung 4.11.1: Entropie fiir ein 2-
folgenden Abschnitt im Detail bewei- Zustandssystem.

sen.

Satz: Das Informationsdefizit I eines Systems ist maximal, falls seine R Zustédnde
gleichverteilt sind, d.h.

I = maximal = p; = t=1,...,R.

1
R’
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4.11 Das Prinzip der maximalen Entropie

4.11.1 Mikrokanonische Verteilung

Wir betrachten ein System, in welchem die Zusténde ¢ = 1,..., R mit vorgegebener
Energie E gemaiss einer beliebigen Verteilung p; auftreten. Die Entropie ist wie iiblich
als

R
S =—kp sz' In p;
=1

definiert. Wir maximieren nun die Entropie unter der zusétzlichen Bedingung, dass die
Wahrscheinlichkeiten normiert sind, d.h. ). p; = 1. Diese Nebenbedingung implemen-
tieren wir mithilfe eines Lagrange-Multiplikators A, so dass es geniigt die Grosse

S =—kp sz‘ Inp; — A (sz - 1)

zu maximieren. Aus

3 1
05 _ —kplnp;, —kpp;i— —A =0
Opi i

folgt dann
A
p; = exp{—— — 1} = const. = R"}(E).
kp

Das entspricht also gerade der mikrokanonischen Verteilung. Zudem finden wir, dass

928 1 928
8]7? sz‘ <0, (9pz‘apj , 1 7& Js

d.h. das Extremum entspricht tatséchlich einem Maximum. Wir kéonnen nun noch den
Wert des Lagrange-Multiplikators am Maximum bestimmen. Wir finden

A =kp(lnR(E) — 1)

=kpln2-Ing R(E) —kp
I

S
=S —kg

und damit schliesslich

A 1 1
pi = eXP{—g — 1} =exp{-S/kp} = 5

Q R’
dquivalent zur aus Abschnitt Gleichung (4.3.2) bekannten Tatsache, dass

S=kplnQ.
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4.11.2 Kanonische Verteilung

Wir betrachten wiederum ein System, in welchem die Zustéinde ¢ = 1,... geméss einer
beliebigen Verteilung p; auftreten. Diesmal allerdings ist die Energie der Zusténde nicht
vorgegeben, sondern es ist nur der Erwartungswert der Energie (E) = FE festgelegt. Wie
vorher maximieren wir nun die Entropie, diesmal jedoch unter den beiden Nebenbedin-
gungen, dass y .p; = 1 und (E) = E. Letztere Nebenbedingung implementieren wir
mithilfe von

<E>:ZpiEiEE

und dem zusétzlichen Lagrange-Multiplikator \'. Entsprechend maximieren wir jetzt die

Grosse
S=—kp Zpi Inp; — A (sz - 1> - X <szEz - E)

und erhalten aus

S 1
aS = —kiB lnpi — kZBpif — )\ - )\/El =0
Op; i

die Verteilung

A N
i = -———-1—-—F;
pi = exp{—— o
)\/
— ¢ exp{—2- )
kg
= c-exp{—(FE;}, (4.11.1)

welche gerade die kanonische Verteilung ist, falls wir A’ = 1/7T setzen. Die Konstante ¢
ist durch X\ bzw. die Normierung festgelegt:

c= exp{—k)j\B — 1} = exp{+8F}

F
S =—— — &
T "B

wobei wir die vorerst beliebige Konstante F' eingefiithrt haben. Durch Einsetzen in Glei-

chung (4.11.1)) erhalten wir
S = 1= S B = 5 ()
und nach Anwenden des Logarithmus
F=—tmzp
ﬂ )

was wir unschwer als die Definition der freien Energie F' wiedererkennen.
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4.12 Zusammenfassung

Wir fassen hier die wichtigsten Resultate noch einmal kurz zusammen:

e Fir die mikrokanonische Zustandssumme gilt
QE) = e%/* «—= S = kyIn Q(E),
wobei die Entropie S proportional zum Informationsmangel, einem Mass der Un-

ordnung ist, also S o I.

e Fiir die kanonische Zustandssumme gilt
1
ZB)=e P = F = 3 InZ(3),

wobei = 1/kpT.
e Beide Verteilungen folgen aus dem Prinzip der maximalen Entropie.

e Der Zusammenhang zwischen der Unordnung und der Energie eines Systems, be-
ziehungsweise zwischen der Entropie und der freien Energie ist durch

gegeben. Der Erwartungswert der Energie (F) wird auch als innere Energie be-
zeichnet und die freie Energie F' ist die fiir mechanische Arbeit frei verfiighare
Energie. Diesen Zusammenhang haben wir nur fiir N Teilchen auf der Energielei-
ter gezeigt, aber er ist allgemein giiltig.

Damit schliessen wir das Kapitel iiber Information und Entropie ab und wenden uns jetzt
weiteren, verallgemeinerten Gesamtheiten und Zustandssummen zu, welche uns erlauben
allgemeinere Systeme als bisher zu beschreiben. Solche allgemeineren Systeme beinhalten
zum Beispiel solche, welche im Gleichgewicht mit einem Teilchen- oder Volumenreservoir
stehen.

95






5 Verallgemeinerte Gesamtheiten

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir uns bisher ausschliesslich mit der mikro-
kanonischen und der kanonischen Gesamtheit auseinandergesetzt. In der mikrokanoni-
schen Gesamtheit sind alle Grossen fest, insbesondere die Energie F. In der kanonischen
Gesamtheit ist E nicht fest, sondern wird durch den &usseren Parameter ( iiber das
thermodynamische Potential im Boltzmannfaktor exp{—/E;} kontrolliert.

Ganz allgemein koénnen eztensive Gréossen durch intensive Parameter iiber thermody-
namische Potentiale kontrolliert werden. Extensive Grossen sind solche, welche mit der
Systemgrosse wachsen, also zum Beispiel die Energie E, die Teilchenzahl N oder das Vo-
lumen V. Im Gegensatz dazu sind intensive Grossen unabhéngig von der Systemgrosse,
zum Beispiel die inverse Temperatur 3, aber auch der Druck P oder das chemische
Potantial p. Diese Kontrollparameter werden wir im Folgenden néher betrachten und
sehen, wie sich allgemeine Gesamtheiten konstruieren lassen, mit welchen wir beliebige
Systeme beschreiben konnen.

5.1 Grosskanonische Gesamtheit

Wir betrachten einen leeren Behélter mit einem Loch, welcher sich in einem Reservoir
von Teilchen (’Teilchenbad’) befindet. Im Verlaufe der Zeit fiillt sich der Behélter mit
Teilchen, d.h. die Anzahl der Teilchen im Behélter ist nicht konstant, N # const.

Teilchenspeicher N — oo

N
+ Teilchenaustausch

Im Gleichgewicht ist die durchschnittliche Anzahl der aus dem Behilter austretenden
Teilchen gleich der Anzahl der eintretenden Teilchen. Die mittlere Teilchenzahl (N) im
Behalter strebt also einem konstanten Wert zu, aber die tatséchliche Teilchenzahl fluktu-
iert natiirlich um diesen Wert herum. Analog zur kanonischen Gesamtheit, in welcher (E)
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durch den intensiven Parameter 8 und ein entsprechendes thermodynamisches Potential
kontrolliert wird, ist die mittlere Teilchenzahl (N) ebenfalls durch ein thermodynami-
sches Potential und den intensiven Parameter

chemisches Potential: u

bestimmt. Der Begriff chemisches Potential fiir i ist etwas irrefithrend, da es ja eigent-
lich nur ein Kontroll-Parameter ist, welcher in das thermodynamische Potential fiir die
Teilchenzahl einfliesst.

5.1.1 Zustandsverteilung

Wir betrachten nun ein System mit den Zustédnden r = 1,2,... mit Energie F, und
Teilchenzahl N,. Die Zustédnde bilden die sogenannte grosskanonische Gesamtheit und
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zusténde ist durch

Pr = Z(B7N) eXp{_ﬁ(Er - IU’N'I‘)}

gegeben. Hier steht Z(3, u) wie iiblich fiir die entprechende Zustandssumme und sorgt
fiir die korrekte Normierung. Das chemische Potential 1 kann dahingehend interpretiert
werden, als dass u gerade die Energie darstellt, welche aufgewendet werden muss, um
ein Teilchen vom Teilchenreservoir in das System zu bringen.

Die Verteilung kann auf verschiedene Arten hergeleitet werden:

e Indem man das zu betrachtende grosskanonische System S; zusammen mit dem
Teilchenreservoir S als ein abgeschlossenes mikrokanonisches Gesamtsystem S =
81485 mit konstanter Energie £ = F1+ Fs, F1 < E5 und konstanter Teilchenzahl
N = Nj + N3, N1 < N3 betrachtet, kann die grosskanonische Verteilung aus der
mikrokanonischen hergeleitet werden (vgl. Abschnitt .

e Gemiéss des Prinzips der maximalen Entropie folgt die Verteilung aus der Ma-
ximierung der Entropie mit der zusétzlichen Nebenbedingung, dass die mittlere
Teilchenzahl (V) gegeben ist und durch den zusétzlichen Lagrange-Multiplikator
u festgelegt wird.

5.1.2 Grosskanonische Zustandssumme

Die grosskanonische Zustandssumme ist nun durch
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Z(ﬁ,,u) = Zexp{_B(Er - ,UJNT)}

r

gegeben. Die thermischen Erwartungswerte von Observablen O, sowie ihre Varianz (AQO)?
werden wie iiblich berechnet:

<O> = Zpr O,
(AO)* = (0% —(0)*.

Insbesondere erhalten wir fiir den Erwartungswert und die Varianz der Energie und der
Teilchenzahl:

= a n = 71 'eﬁ(Eri NT)
62
2=~ n
0
<E> :_%lnz(ﬁau)7
82
(AE)* = TIBQIDZ<57M)7

wobei wir hier die beiden Gréssen 8 und (Su) als unabhéingig betrachtet haben. Fiir die
Entropie der grosskanonischen Gesamtheit erhalten wir

S =—kp Zpr In p,

1 —B(E,—uN,
= “hagggy 2T (BB — uNy) = InZ(5, )
= —kp (=B (E) + Bu(N) =In Z(B, 1))

1

= 7 (B) = u(N) + kpTn Z(8, jp)) -

Analog zur freien Energie fiir die kanonische Gesamtheit definieren wir nun das grosska-
nomische Potential J:

2B = = T =53, (5.1.2)
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5 Verallgemeinerte Gesamtheiten

so dass sich der Ausdruck fiir die Entropie als
S = - ((E) = (N - J) (5.1.3)

schreiben lésst, beziehungsweise

Grosskanonisches Potential:  J = (E) —u(N) —-T-8S.

5.1.3 Grosskanonische Gesamtheit fiir Teilchen auf der Energieleiter

Wir wollen nun die neu eingefiihrte Zustandssumme und die entsprechenden Begriffe
anhand eines einfachen und bekannten Modells illustrieren. Wir wéhlen dazu wie schon
vorher das System bestehend aus unterscheidbaren Teilchen auf einer Energieleiter mit
Energiestufen F,, = ne, n € N. In der grosskanonischen Situation, in welcher die Teil-
chenzahl nicht von vornherein festgelegt ist, sind die Teilchen auf der Energieleiter an
ein Teilchenreservoir gekoppelt, d.h. die Teilchen kdonnen zwischen der Leiter und dem
Reservoir beliebig ausgetauscht werden.

Die grosskanonische Zustandssumme betrégt nun

Z(B,p) =

—B(Er—pNr)

1 o l—eFe
1—z(B)ePrn 1 —ePe—ebp’

Hier haben wir im zweiten Schritt iiber alle moglichen Zustdnde mit fester Teilchenzahl N
summiert, wobei die Zusténde mit fester Teilchenzahl natiirlich geméss der kanonischen
Gesamtheit Zn () verteilt sind. z(3) bezeichnet die kanonische Zustandssumme eines
einzelnen Teilchens auf der Energieleiter, siche Abschnitt Zudem haben wir im
zweitletzten Schritt vorausgesetzt, dass

< 2B t=1—eF,

so dass die die Konvergenz der geometrischen Reihe garantiert ist. Dies ist dann der Fall,
wenn g < 0.
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5.1 Grosskanonische Gesamtheit

Wir kénnen nun den Erwartungwert (N) der Anzahl Teilchen auf der Energieleiter be-
rechnen, d.h. die mittlere Teilchenzahl,

_ 0lnZ(B, )
W) = =5
eBu

Falls wir diesen Erwartungswert auf einen bestimmten Wert fixieren, (N) = N, ergibt
dies eine Beziehung zwischen dem chemischen Potential und NV,

B 1—ePe

Bur —
1+1/N’

welche p als Funktion von 3, € und N festlegt:

M:1m<1_e&>. (5.1.5)

I5; 1+1/N
Schliesslich kénnen wir auch noch den Erwartungswert der Energie berechnen,
OlnZ(B, p)
(B) = -2t
op
ePr €. e Pe

Dieses Resultat stimmt mit demjenigen aus der kanonischen Gesamtheit iiberein, falls wir
(N) = N setzen. Die kanonische und grosskanonische Gesamtheit sind also zueinander
dquivalent bis auf die Tatsache, dass in der grosskanonischen Gesamtheit die Teilchenzahl
im Gegensatz zur kanonischen nicht festgelegt ist und deshalb AN # 0 gilt.

Das in Gleichung (5.1.2)) definierte grosskanonische Potential J berechnet sich zu

J =~ 5w Z(Ep)

1 —e B —efr
und die Entropie ergibt den Ausdruck
1
S == (B) — p(N) - J)
Bu B 1 — e B _ B
e € e e
= . — —kpln | ——————| .
kBl—e—ﬁe—eﬁl‘ <eﬁ€—1 ﬁﬂ) kp n[ 1—eBe ]
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5.1.4 Chemisches Potential fiir Teilchen auf der Energieleiter

Um die Beziehungen zwischen der grosskanonischen, der kanonischen und der mikroka-
nonischen Gesamtheit besser zu verstehen, ist es niitzlich, den Zusammenhang zwischen
dem chemischen Potential und der Teilchenzahl néher zu betrachten. Im vorangegange-
nen Abschnitt haben wir diese Beziehung fiir die grosskanonische Gesamtheit am
Beispiel von Teilchen auf der Energieleiter schon gefunden, siehe Gleichungen (|5.1.4))
und . In diesem Abschnitt wollen wir diese Beziehungen nun fiir die kanonische
und die mikrokanonische Gesamtheit desselben Systems herleiten.

Kanonische Gesamtheit

Die Herleitung der Beziehung p = p(N) fiir die kanonische Gesamtheit ist auf verschie-
dene Arten moglich. Aus dem 1. Gesetz der Thermodynamik

dE =T dS + pdN

folgt zum Beispiel
oF

~ ON

oder pu= —Ta—s

7

E
Um zum Beispiel die zweite Gleichung zu benutzen, berechnen wir zuerst die Entropie
fiir N Teilchen auf der Leiter in der kanonischen Gesamtheit,

S:k:BN{ Be —1n[1—e—/ﬂ}.

efe —1

Zusammen mit dem Erwartungswert der Energie

Ne
SN— o Po1gE
Fe 1 T T E

erhalten wir

S=kp <N+<?>ln[1+<]§>] —/ch\f1n<N];>

und damit

x| = ksl [1 - 6_56} . (5.1.6)

E

Dieser Ausdruck aus der kanonischen Gesamtheit stimmt mit demjenigen aus der gross-
kanonischen, Gleichung , im Limes N — oo iiberein. Wir kommen damit zur
gleichen Schlussfolgerung wie schon frither, ndmlich dass die kanonische und die gross-
kanonische Gesamtheit im thermodynamischen Limes (hier N — 00) die gleiche Physik
liefern.
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5.1 Grosskanonische Gesamtheit

Mikrokanonische Gesamtheit

Fine analoge Rechnung koénnen wir jetzt auch fiir die mikrokanonische Gesamtheit
durchfithren. Von unseren Betrachtungen in Abschnitt haben wir fiir die Entropie
von N Teilchen auf der Energieleiter

S=kpln2-I
:kBan(E)
— kpIn Z(M, N)
B (N + M —1)!
_kBln[ MI(N —1) |’

wobei wir wie iiblich E = Me gesetzt haben. Nach Ableitung der Entropie nach N
bei festgehaltener Energie und der Benutzung der Stirling’schen Approximation fiir
N, M — oo, M/N = const. erhalten wir

,u:—Tg—fr M:—k:BTln {1—1—]\]\{}
und mit
M1
N 1—eBe
schliesslich
PP =1—ePe,

Dieser Ausdruck stimmt mit demjenigen aus der kanonischen Gesamtheit, Gleichung
(5.1.6]), sowie mit demjenigen aus der grosskanonischen, Gleichung ([5.1.5)), iiberein, dies

aber natiirlich wie iiblich nur im thermodynamischen Limes N — oo.

5.1.5 Grosskanonische Zustandssumme des idealen Gases

Wir betrachten nun noch die grosskanonische Gesamtheit fiir ein ideales Gas. Wir gehen
dabei von der kanonischen Zustandssumme Z (8, N) = Zy () fir N Teilchen aus, wobei
wir die Abh#ngigkeit vom Volumen V unterdriicken. Wir berechnen die grosskanoni-
sche Zustandssumme, indem wir iiber die Teilchenzahl summieren und die kanonischen
Zustandssummen mit dem Potentialterm exp{Su - N} gewichten,

Z(B,p) =Y Zn(B)eN

Z(B)Neﬁ,uN
N! ’

M 208

2
Il

0

Im zweiten Schritt haben wir benutzt, dass die kanonische Zustandssumme in diejenige
eines einzelnen Teilchens faktorisiert, und haben die Ununterscheidbarkeit der Teilchen
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5 Verallgemeinerte Gesamtheiten

mit dem Faktor N! beriicksichtigt. Wir erkennen in diesem Ausdruck gerade die Taylor-
reihe der Exponentialfunktion und kénnen deshalb

2(8,n) = exp (2(8)e™)

3/2
= exp <;L/3 (27;m) eﬂ“> (5.1.7)

schreiben. Dies ist die grosskanonische Zustandssumme des idealen Gases.

Als néichstes berechnen wir nun den Erwartungswert der Teilchenzahl. Geméss Gleichung
(5.1.1) kénnen wir dies tun, indem wir den Logarithmus der Zustandssumme nach (8u)
ableiten,

_ OlnZ(B,p)
W= 5

9 3/2
- % (g") e, (5.1.8)

Aufgelost nach dem chemischen Potential i ergibt dies schliesslich noch

(N) RS (BN
Vv 27rm ’
Analog berechnen wir auch den Erwartungswert der Energie und erhalten

olnZ(B,p) 3
E)=——F"—"=_(N)kpT. 5.1.9
() S = S () ks (5.1.9)
Dies stimmt mit dem Ausdruck fiir den Erwartungswert der Energie im kanonischen
Ensemble iiberein, falls wir (N) in der grosskanonischen Gesamtheit mit N in der kano-

nischen identifizieren.

w=kgTIln

Grosskanonisches Potential und Entropie

Wir berechnen schliesslich noch das in Gleichung (5.1.2)) definierte grosskanonische Po-
tential aus der Zustandssumme in Gleichung (5.1.7)) und erhalten

1
J=——InZ(G,
520, n)
vV /2mm\ %2
_ B
=ty (U7) e
fir das ideale Gas. Damit l&dsst sich die Entropie geméss Gleichung (5.1.3]) schreiben.
Wir erhalten so
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5.1 Grosskanonische Gesamtheit

fiir die Entropie in der grosskanonischen Gesamtheit des idealen Gases. Der Erwar-
tungswert der Teilchenzahl wird direkt iiber das chemische Potential p gesteuert und die
Entropie kann mithilfe des Ausdrucks in Gleichung als Funktion S = S(8,u, V)
geschrieben werden.

Chemisches Potential des idealen Gases

Wir wollen nun noch kurz die Bedeutung des chemischen Potentials etwas eingehender
erlautern. In einer grosskanonischen Gesamtheit kann eine Energieéinderung des Systems
entweder durch eine Entropiednderung dS bei konstanter Temperatur 7' (Warmeaus-
tausch) oder durch eine Teilchenzahldnderung dN bei konstantem chemischem Potential
u (Teilchenaustausch) erzeugt werden,

dE=T-dS+p-dN.

Daraus lésst sich eine Beziehung zwischen dem chemischen Potential und den Grossen
N,V und T auf zwei verschiedene Arten gewinnen, ndmlich durch

oF oS

= — d =-T— . 5.1.10
H=on|, 27 F ON |, (5.1.10)
Wollen wir die zweite Gleichung benutzen, so miissen wir im Ausdruck fiir die Entropie
die Energie festhalten und dann nach der Teilchenzahl ableiten. Da die Energie jedoch
auch von der Anzahl Teilchen im System abhéngt, ist dies nicht direkt moglich. Wir
konnen jedoch von Gleichung ([5.1.9) Gebrauch machen und im Ausdruck fiir die Entropie

s L3

kT  2(E)
ersetzen, wobei wir im Folgenden der Einfachheit halber die Zeichen (.) fiir die Erwar-
tunswerte weglassen. Wir erhalten so

5

S = §Nk'B—|—Nk'Bln

Vv drmE 3/2
NA3 3N

und konnen nun die Ableitung nach N bei festgehaltener Energie ausfiihren,

oS
HE N

E

Vv 4dmmE 3/2
Nh3 3N N 2N

|4 2mm \*/?
NH([?) '

Wir sehen daraus, dass es sich beim chemischen Potential um eine intensive Grosse
handelt, welche nicht von der Grosse des Systems abhéngt, sondern nur von der ebenfalls
intensiven Grosse (3, beziehungsweise T', sowie von der intensiven Teilchenzahldichte
n=N/V.

= —ngT — kBTln

1 1
+N@T<+3>

= —k)BT In
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5 Verallgemeinerte Gesamtheiten
5.2 Die kanonisch-harmonische Gesamtheit

In den bisher betrachteten Gesamtheiten haben wir die extensiven Grossen £ und N
durch die intensiven Kontrollparameter 5 und p ersetzt. Als eine weitere extensive Grosse
neben E und N haben wir in der Regel jedoch immer noch das Volumen V. Als eine
weitere Verallgemeinerung wollen wir uns deshalb nun anschauen, was passiert, wenn wir
zusétzlich zum Energieaustausch zwischen dem System und einem Warmespeicher auch
einen Volumenaustausch mit einem "Volumenspeicher’ erlauben. Dies kann zum Beispiel
durch eine verschiebbare Wand geschehen wie in der folgenden Abbildung illustriert.

Volumenspeicher V — 0o

Volumenaustausch

Die entsprechende Gesamtheit nennt man die kanonisch-harmonische Gesamtheit und
der Austausch des Volumens wird durch den intensiven Parameter p (Druck) kontrolliert.
Die kanonisch-harmonische Zustandsverteilung kann entweder aus der mikrokanonischen
Zustandsverteilung des Gesamtsystems hergeleitet werden, oder mithilfe des Prinzips der
maximalen Entropie unter der zusétzlichen Nebenbedingung, dass das Volumen V einen
festen Wert annimmt. Diese Nebenbedingung kann mit dem Lagrange-Multiplikator p
umgesetzt werden.

Wir bestimmen nun wie iiblich zuerst die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zusténde n,
wobei die Abhéngigkeit vom Volumen V,, iiber den Boltzmannfaktor und den intensiven
Kontrollparameter p eingefiihrt wird,

1
Z(B,p)

Die Normierung ist wie immer durch die Zustandssumme selbst gegeben, in diesem Fall
durch die kanonisch-harmonische Zustandssumme

Pn = eXp{_B(En + pvn)} .

Z(B,p) =Y exp{—B(En +pVa)}.

Wir verzichten darauf, fiir diese Zustandssumme einen neuen Buchstaben einzufiihren,
sondern lassen es einfach bei Z(f3,p) bewenden. Die jeweilige Zustandssumme ist ja
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5.2 Die kanonisch-harmonische Gesamtheit

aus dem Kontext und den jeweils gegebenen Parametern (f, i, p, . ..) bestimmt. Zudem
unterdriicken wir der Einfachheit halber die Abhéingigkeit von der Teilchenzahl N.

Im Boltzmannfaktor haben wir, wie beim chemischen Potential auch, im Exponenten
einen Faktor 3 vorgezogen. Das bedeutet dann allerdings, dass 5 und (/p) als unabhéngi-
ge Grossen betrachtet werden miissen. Entsprechend kénnen wir nun den Erwartungs-
wert des Volumens und dessen Varianz berechnen:

_ 0lnZ(B,p)
V=" 50)

1
- m zn: Vo -exp{—B(En +pVn)},

@av= 2 1z

9(Bp)*
= (V3 —(V)*.

Fiir die Entropie erhalten wir analog zu vorhergegangenen Herleitungen

S =—kp an “Inp,

kp
Z(B3,p)

Z exp{—B(En +pVy)}

X {=B(En +pVa) —InZ(B,p)}
1

= (E)+p- (V) + kT In Z(B,p)).

Analog zur freien Energie F' fiir die kanonische Gesamtheit, oder das grosskanonische
Potential J fiir die grosskanonische Gesamtheit, definieren wir nun die freie Enthalpie G

2(Bp) =P = Gz—;mZWm%

so dass sich der Ausdruck fiir die Entropie als

S=5UE) +p(V)-G)

el

schreiben ldsst, beziehungsweise

Kanonisch-harmonisches Potential: G = (E)+p(V)—-T-S.
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5 Verallgemeinerte Gesamtheiten

5.2.1 Kanonisch-harmonische Gesamtheit des idealen Gases

Nach diesen vorbereitenden allgemeinen Definitionen kénnen wir nun die kanonisch-
harmonische Zustandssumme eines idealen Gases mit N Teilchen der Masse m berechnen.
Die Teilchenzahl N ist dabei fest vorgegeben, wihrend die Energie F sowie das Volumen
V freie Grossen sind und durch die (inverse) Temperatur 3 respektive den Druck p
bestimmt werden.

In der Summe {iber alle Zustéinde gewichten wir einfach alle Zustéinde mit dem zusétz-
lichen Faktor exp{—/3pV} und teilen die Summe auf in eine Summe iiber Zustinde n’
mit festem Volumen V,; = V und einem Integral iiber alle moglichen Volumina V/,

Z(B,p) = Z exp{_ﬁ(En +an)}

:/0de Z exp{—FE.} | exp{—-BpV}.

n/mit V,, =V

Jetzt konnen wir benutzen, dass die Summe iiber die Zustéinde n’ mit festem Volumen
V' nichts weiter als eine kanonische Zustandssumme fiir N Teilchen darstellt, welche fiir
ein ideales Gas in N 1-Teilchen-Zustandssummen faktorisiert,

2(8,p) = B /0 T4V Z2(8, N V) exp{—Bp V)

) N
= [~ av S et apv)
= ﬁp/o av

V [ 2mm 321 1 v

13 T ~ﬁ~exp{—ﬁp 1=
Der Einfachheit halber haben wir hier einen zusétzlichen, irrelevanten Faktor Sp ein-
gefithrt. Mithilfe der Variablensubstitution V' — V = fpV koénnen wir das Integral

berechnen,
N
o o o |1 f2mm\*? 1
= [ avvle V. — =
/o ’ [ﬁph3<ﬁ> ] N
— —

D(N+1)

und erhalten mit I'(N + 1) = N! schliesslich

Z(B-p) = lﬁplhB <27;n>3/2]N
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5.2 Die kanonisch-harmonische Gesamtheit

fiir die kanonisch-harmonische Zustandssumme des idealen Gases.

Damit kénnen wir jetzt relativ einfach den Erwartungswert des Volumens und der Ener-
gie berechnen. Wir erhalten

_ 0lnZ(B,p) _ N
V=36 B (5:2.1)

worin wir das ideale Gas-Gesetz
p- (V)= NkgT (5.2.2)
erkennen. Fiir die mittlere Energie ergibt sich

OlnZ(B,p) 3
——5 = §Nk'BT’ (5.2.3)

was mit dem Ausdruck aus der kanonischen Gesamtheit iibereinstimmt.

(E) =

Schliesslich berechnen wir noch die freie Enthalpie

i ) _N , 3 3/2
G= —Ban(ﬁap) = gln [Bph <27T7n> ]

und erhalten damit fiir die Entropie des idealen Gases in der kanonisch-harmonischen
Gesamtheit

S =—kp an In py,

= 2 () +p (V) + kT Z(5,p))

T
1 (27Tm>3/ 2
Bph?® \ B
wobei wir im letzten Schritt die expliziten Abhéngigkeiten in Gleichungen ((5.2.1) und
(5.2.3) eingesetzt haben.

)

:ng-N—I-N-k‘Bln

5.2.2 Druck des idealen Gases

Wir wollen das in Abschnitt hergeleitete ideale Gas-Gesetz in Gleichung ([5.2.2)
noch kurz von einer anderen Seite beleuchten, und zwar von der kanonischen Gesamtheit
her. Aus dem 1. Gesetz der Thermodynamik

dE=T-dS—p-dV
konnen wir die beiden Gleichungen

OF oS
=—- — d =T—| .
P . oder p
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5 Verallgemeinerte Gesamtheiten

ableiten, ganz analog zu den Gleichungen . Um nun zum Beispiel die zweite
Gleichung zu benutzen, miissen wir bei der Ableitung nach dem Volumen V' die Energie
E, bzw. den Erwartungswert (E) festhalten. Aus der kanonischen Zustandssumme des
idealen Gases

vV o1
Z(B) = [)\3} N1
erhalten wir 5 .~ 5 N
sowie
F = —lan(ﬁ)
B
\%
= —kgT (N -In [)\3] — lnN!)
=—kpgT N (InV —InA*) + kT - In N!.
Aus
F=(E)y-T-S
ergibt sich
1
= — —F
S=(B) - F)
und damit
Vi ® Vg
N——
=0
= _86‘/ (=kgT - N InV + {von A abhéngige Terme})
olnV
=kgT - N -
B oV
1
— kT -N - =2

woraus schliesslich das ideale Gas-Gesetz
p- V=Ek BT -N

folgt. Wir beenden diesen Exkurs mit den folgenden Bemerkungen:

e Die von A abhiéingigen Terme kénnten im Prinzip iiber 5 von V' abhéngen, &hnlich
wie bei den Betrachtungen in Abschnitt [5.1.2] bei der Berechnung des chemischen
Potentials im grosskanonischen Ensemble 5 = 3/2 - N/ (E) von N. Dies ist hier
jedoch nicht der Fall, so dass die Ableitung nach V nur Beitrige vom Term o In V'
erhélt.
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5.2 Die kanonisch-harmonische Gesamtheit

e Der obige Ausdruck ist zu demjenigen dquivalent, den wir aus der kanonisch-
harmonischen Zustandssumme hergeleitet haben, Gleichung , falls wir (V') in
der kanonischen-harmonischen Gesamtheit mit dem festen Volumen V' in der kano-
nischen Gesamtheit identifizieren. Tatséchlich wird diese Identifizierung im thermo-
dynamischen Limes N,V — oo mit V/N = const. exakt, wo in der kanonischen-
harmonischen Gesamtheit (AV)? — 0. Es zeigt sich hier einmal mehr, dass die
verschiedenen Gesamtheiten ein System zwar unter unterschiedlichen Bedingun-
gen beschreiben, aber im thermodynamischen Limes dieselbe Physik liefern.
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5 Verallgemeinerte Gesamtheiten
5.3 Verallgemeinerte grosskanonische Gesamtheit

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir jeweils einen oder zwei der extensiven
Grossen F, N,V durch intensive thermodynamische Parameter 3, i, p und entsprechende
Potentiale kontrolliert und konnten dadurch die kanonische, die grosskanonische sowie
die kanonisch-harmonische Gesamtheit beschreiben. Ganz allgemein ist es moglich Ge-
samtheiten je nach Bedarf zu definieren und extensive Grossen im Austausch mit einem
entsprechenden Speicher (Warmebad, Teilchenspeicher,...) fluktuieren zu lassen. Dabei
ist der Gleichgewichtszustand dadurch festgelegt, dass das entsprechende thermodyna-
mische Potential (freie Energie F', grosskanonisches Potential J, freie Enthalpie G, ...)
minimiert wird. Zudem ist im Gleichgewichtszustand realisiert, dass die entsprechenden
intensiven Parameter im System dieselben Werte wie im Speicher annehmen.

In diesem Abschnitt wollen wir nun noch die verallgemeinerte grosskanonische Gesamt-
heit betrachten, in welcher alle drei extensiven Grossen E,V und N fluktuieren kénnen.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zusténde r mit Energie E,, Teilchenzahl N, und
Volumen V. in einer solchen Gesamtheit ist dann durch

pr = exp{—p(E, — uN, +pV;)}

(/8’ 7 )

und die Normierung durch die Zustandssumme

Z(B, 1, p) ZeXp{ B(E, — uN, + pV;)}

gegeben. Das thermodynamische Potentlal K der verallgemeinerten grosskanonischen
Gesamtheit definieren wir wie {iblich durch

1
Z(B,up)=e K «— K=-—InZ(B,up).

g
Die Entropie lasst sich dann schreiben als
1
§=7(E) —u(N) +p (V) - K)

und wir erhalten fiir das

verallg. grosskanonische Potential: K = (E) — u(N)+p(V)—-T-S.

Da das thermodynamische Potential im Gleichgewicht minimal ist, d.h. dK = 0, ergibt
sich daraus das 1. Gesetz der Thermodynamik in seiner allgemeinen Form

dE=T-dS+p-dN —p-dV.
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6 Beziehungen zur klassischen
Thermodynamik

6.1 Zustandsgrossen und Zustandsidnderungen
6.2 Wiarme, Arbeit und Entropie

6.3 Die thermodynamischen Hauptsitze vom statistischen
Standpunkt

6.4 Thermodynamische Potentiale

6.4.1 Thermodynamische Krifte
6.4.2 Maxwellrelationen

6.4.3 Chemisches Potential
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7 Ideale Quantengase

7.1 Verdiinnte Quantengase

7.2 Ideales Bosegas

7.2.1 Bose-Verteilung

7.2.2 Bose-Einstein Kondensation

7.3 Phononengas

7.4 Photonengas

7.4.1 Strahlungsdruck
7.4.2 Schwarzkorperstrahlung

7.4.3 Kosmische Mikrowellen-Hintergrundstrahlung
7.5 Ideales Fermigas

7.5.1 Fermi-Verteilung
7.5.2 Fermi-Druck
7.5.3 Spezifische Wirme von Metallen und Elektronengasen

7.5.4 Weisse Zwergsterne
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8 Wechselwirkende Systeme

8.1 Virial-Entwicklung
8.2 Reale Gase und van der Waals-Gleichung

8.3 Ising Modell

8.3.1 Spontane Magnetisierung
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9 Phaseniiberginge und kritische
Phanomene

9.1 Molekularfeldnidherung

9.1.1 Kritische Exponenten

9.2 Ginzburg-Landau-Theorie
9.3 *Renormierungsgruppentheorie

9.4 Spontane Phinomene

9.4.1 Klassifizerung

9.4.2 Para- und Ferromagnetismus

9.5 *Fliissiges Helium
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10 Stochastische Prozesse

10.1 Monte-Carlo-Simulation und Markov-Ketten
10.2 Molekulardynamik

10.3 Langevin-Gleichung

10.4 Diffusion und Dissipation

10.5 Random walk und Pfadintegrale
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