Statistische Thermodynamik 11 Serie 1

Ideale Quantengase Losungen

1. Zeige, dass
1

(27h)3
wobei A = 2wh/\/2rmkT die thermische Wellenlinge ist.
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Lo6sung: Das Integral kann in Kugelkoordinaten ausgedriickt werden
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Es bleibt ein bekanntes Gaussintegral und wir erhalten
3
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2. (a) Ist *He ein Bose-Gas? 3He?

Lésung: *He ist mit Gesamtkernspin s = 4 x 1/2 = 2 ein Bose-Gas. Das viel
seltener in der Natur vorkommende *He (s = 3/2) ist hingegen ein Fermi-Gas.

(b) Bei welcher Temperatur werden die Unterschiede in der Statistik bedeutend?
Untersuche die Frage fiir eine Dichte von 0.14g/cm? (fliissiges Helium,).

Lésung: Sobald die Bedingung V/N > A3 nicht mehr gilt, miissen wir mit
Unterschieden rechnen. Bei Gleichheit
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wobei m die Masse eines Teilchens ist, definieren wir die kritische Temperatur
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unterhalb derer sicher Unterschiede zutage treten. Wir benutzen die Helium-
masse von m = 4 u = 6.6 - 107 g (1 u = 1.6605 - 1072 kg) und finden

T. ~ 582 K.

(¢c) Bildet der Sauerstoff der Atmosphdre ein dinnes Quantengas? Die Leitelektro-
nen eines Metalles? Die Elektronen und Protonen im Zentrum der Sonne?



Loésung:

Sauerstoff der Atmosphiire: Luftdichte: ppug = 1.293 kg/m3,
Massenanteil Sauerstoff: np, = 23.14%,
Molmasse Sauerstoff: mo, = 16 g/mol.
Daraus folgt

PO, = M0, pLuty = 0.3 kg/m?

und somit
T.~ 9.6 mK.

Der Sauerstoff der Atmosphiire ist ein diinnes Quantengas.

Leitelektronen eines Metalles am Beispiel Kupfer: Ein Elektron pro Atom
im Leitungsband,
Dichte Kupfer: pc, = 8.9 g/cm?,
Masse Kupferkern: m¢,, = 64 u,
Elektronmasse: m, = 9.1 - 1073! kg.
Daraus folgt
Me

= 0.08 kg/m?

Pe = PCu
mcu

und somit
T.~1.1-10° K.

Die Leitelektronen bilden ein dichtes Quantengas, fiir welches die Quan-
tenstatistik relevant ist.

Elektronen und Protonen im Zentrum der Sonne: Dichte der Sonne im
Kern: p = 1.5 - 10° kg/m3,
Temperatur im Kern: 7 = 1.6 - 107 K (— Plasma),
Hauptbestandteile Photosphére: ny = 92% Wasserstoff, np.) = 8% He-
lium ( Annahme &hnliche Zusammensetzung im Kern),
Masse Heliumkern: mape) =~ 4 u.
Daraus folgt

pp = npp =npp = 140 g/cm®,
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Pe = Npp—= + N(aprep——— = 79 kg/m®
mp m(4He)

und somit

Tep =~ 5700 K < Trern
Teem1.1-10" K = Txern -

Waéihrend die Protonen ein diinnes Quantengas bilden,, diirfte sich die
Fermi-Statistik bei den Elektronen bemerkbar machen.

3. Betrachte die zwei Elektronen eines He-Atom (ohne Wechselwirkung), welche zwei
unterschiedliche rdaumliche Wellenfunktionen ¢100(z) und ¢ogo(x) einnehmen.



(a) Konstruiere die méglichen vier antisymmetrischen Wellenfunktionen, indem du
die rdumlichen und die Spin- Wellenfunktionen entsprechend kombinierst.

Losung: Da die 6rtlichen Wellenfunktionen unterschiedlich sind, sind alle mégli-
chen Spin-Wellenfunktionen erlaubt (das heisst Singlett und Triplett Zusténde,
da wir von zwei Elektronen sprechen), angenommen dass wir die Wellenfunk-
tionen korrekt kombinieren (symmetrisch - antisymmetrisch). Die méglichen Zu-
stdnde sind

Singlett (Gesamtspin S = 0):
1

5 (IT1d2) = [H1T2)), s2=0,

(¢100(1)P200(22) + P100(T2)P200(Z1)) X

S5

Triplett (Gesamtspin S = 1):

|T1T2> y Sz = +17
(¢100(1)P200(22) + P100(T2)P200(Z1)) X % (IT1d2) +[Ha1t2)), s=.= 0,
lL1d2) , s, = —1.

(b) Gib fiir jeden Zustand den Gesamtspin S und die z-Komponente s, des Spins
an.

Losung: Siehe oben.

4. Betrachte die relativistische Energie-Impuls-Beziehung €5 = €, = \/m?c* + ¢2p? und
vereinfache die Beziehung

(a) im hoch-relativistischen Limes cp > mc?,

Losung: Wir entwickeln éx/m%‘l + 2p? = /1 + « fiir kleine a:

m2c?

2p

ep:cp(1+g+(’)(a2)):cp+ —|—O(a2).

2
b) im nicht-relativistischen Limes mc2 >> pe.
(b) p

Losung: Wir entwickeln m%:w/m%‘l + 2p? = /1 + « fiir kleine a:

2

ep:mc2<1+%+(’)(a2)):mc2+§—m+0(a2).
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