Statistische Thermodynamik 11 Serie 7

Phononengas Losungen

In dieser Ubungsserie betrachten wir die statistische Thermodynamik von Vibrationen ei-
nes Kristallgitters. Dazu betrachten wir ein lineares und ein kubisches Gitter aus lonen,
deren Vibrationen durch ein System von gekoppelten harmonischen Oszillatoren beschrie-
ben und entsprechend quantisiert wird.

1. Betrachte zuerst ein 1-dimensionales lineares Modell, in welchem Ionen der Masse
M auf einem linearen Kristallgitter der Linge L mit Gitterabstand a aufgereiht sind,
um thre Ruheposition vibrieren und mit ihren beiden ndchsten Nachbarn gekoppelt
sind. Die Hamiltonfunktion ist dann durch

=3 [ Bt Jatdnn oo
nez

gegeben.

(a)

Schreibe die Hamiltonfunktion um, indem du die Verschiebung jedes Ions aus
seiner Ruheposition durch vy, = x, — na beschreibst.

Loésung: Durch yp4+1 — yn = Tpt1 — Tn — a ldsst sich die Hamiltonfunktion
schreiben als

2
H=T+V = Z[ - Mwo(yn+1 Yn)?
nez

Fiihre nun eine Fouriertransformation der Variablen y, beziiglich des Index n
aus,

k) = Z yn exp(—ikna) .
nez
Welche Werte kann k annehmen und wie sieht die inverse Fouriertransforma-
tion aus?

Lésung: Da n € Z gilt und e'® = cos ¢ + isin ¢ periodisch ist, erkennt man
sofort, dass y(k +27/a) = y(k) . Das heisst g ist 2m-periodisch in a -k, und des-
halb konnen wir O.B.d.A. annehmen, dass k € (-7, Z]. Dieses Intervall wird
in der Literatur als “Brillouin Zone” bezeichnet.

Die inverse Fouriertransformation zu (1b) lautet

w/a
Yn =5 e dk g(k) exp(ikna) .



Aus der Realitétsbedingung fiir die urspriinglichen Variablen y,, und der linea-
ren Unabhingigkeit von exp(—ikna) folgt, dass gelten muss

gk = 5(-k).
Leite die Potentialenergie her,
yoa [T ks M2 (k) (k)
- 27'[' _ﬂ_/a 2 0 y y Y

und zeige, dass k = 2/asin(ka/2) ist.

Losung: Wir setzen jetzt den inversen Fourierausdruck (1b) fiir y,, in den Term
V fiir die Potentialenergie in (1a) ein:

1
V=2 s Mwyns1 = yn)?
nez
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Im k’-Integral in der zweiten Linie haben wir &/ — —k’ substituiert. Fiir den
letzten Schritt haben wir die Identitét

oo S explilk — Kna) = 5(k — K),
neL

sowie die Umformung

ka\* _ -
2 — exp(ika) — exp(—ika) = 2[1 — cos(ka)| = (2 sin 2a> = k2a?

verwendet.

(d) Leite die Fourier-transformierte kinetische Energie her,

a w/a 1

T dk2Mp

(k)T (k) -

B 27 —7/a



Losung: Wir gehen analog zur Berechnung der Potentialenergie vor. Erst fithren
wir die Fouriertransformation der Impulse p,, aus,

w/a
= an exp(—tkna), < p,= 21 dk p(k) exp(ikna),
neZ TJ-n/a
wobei wie oben p(k)f = p(—k) gilt. Damit ldsst sich die kinetische Energie
schreiben als

2
T:%fM
= (3 /_ﬂ/a / e 7t () 58) 3 expith = )ne)
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Zeige, dass die Hamiltonfunktion nun eine Menge von entkoppelten harmoni-
schen Oszillatoren (einen fir jede Wellenzahl k) mit einer k-abhdngigen Fre-
quenz

w(k) = wolk|a = 2wo| sin(ka/2)|

beschreibt.

Losung: Der Hamiltonoperator lédsst sich im Frequenzraum nun schreiben als

a [T/e wE -
et [ 90 + 28 )]

wobei ak = 2|sin ka| stets gilt. Fiir jeden Wert von k kénnen wir die Leiter-
operatoren

a(k) =

1 . ip(k)

75 (Vw0
_ 1 iyt — PR

b = 5 (Vw0 |

definieren,mit der Normierung

N(k) =

\/2w0| sin(ka/2)| M _ [ Muw(k)
——-

Hier stellt w(k) offensichtlich einen Frequenzparameter dar fiir eine harmoni-
schen Oszillator dar. Beachte, dass w(k) exakt mit Dispersionsrelation in der
Aufgabenstellung {ibereinstimmt.

Die Riicktransformation lautet

g(k) = 2/\/1(,{) (a(k) +a(k)T) Bk = =iy = (a(k) —a(k)T) .



Fiir die Koordinaten auf dem Gitter gelten die iiblichen kanonischen Kommu-
tationsrelationen, nidmlich

[ym ym] =0, [pn,Pm] =0, [ynvpm] = 1hopm -

Nach einer Fouriertransformationen fithrt dies zu der kanonischen Kommutati-
onsrelation zwischen den Fouriertransformierten,

[G(k), B(=k)] = ) [Un: Pm] exp(—ikna + ik'ma)

nmeZ

=ih Y _exp(i(k — k) na)—zh—é(k‘ K'Y,
nez

Dies fiihrt schliesslich zu den Kommutationsrelationen fiir die Leiteroperatoren,
2
[a(k), a(K")T] = %5(16 — k), [a(k), a(K")] = [a(k)T, a(K)T] = 0.

Die Anzahl von Ionen N im Gitter wird mithilfe der Delta-Funktion bestimmt
und lautet

Z exp(—ikna), = [a(k), a(—k)]

neL

=> 1=

a/27r =

a/ 271'
wobei a der Gitterabstand ist. Beachte, dass die Anzahl der Ionen im thermo-
dynamischen Limes L — oo eigentlich unendlich ist, da L = Na.

Somit l&sst sich der Hamiltonoperator im Fourierraum in der Basis der Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren a(k), a(k)! schreiben als

a w/a
H= %/ dk hw (k) (a(k:)*a(k) + %[a(k), a(—W])

—7/a
w/a T/a N
- dk Fo(k)a(k)Ta(k) + a/ dk (k) 2
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Im letzten Schritt haben wir den Besetzungszahloperator n(k) fiir die k-te Mode
eingefiihrt,
n(k) = a(k) a(k),

welcher die Anzahl der Anregungen (Phononen) in dieser Mode angibt. Der
zweite Term des Hamiltonoperators kann mit einer konstanten (unendlichen)



Nullpunktsenergie Fy identifiziert werden:

ha [@ Na [a
H= 30" dbw®n(t) + 55 /_ dk (k)
ha % a % X
=0 /. dkw(k)n(k) +Nm027r/_7r dk | sin(ka/2)]
ha a 2 ha a
=5 /. dkw(k)n(k) + ;tho = 5.1, dkw(k)n(k) + Ep .

Die Nullpunktsenergie ist physikalisch irrelevant, da nur Energiedifferenzen
tatséchlich messbar sind.

Betrachtet man die endgiiltige Form des Hamiltonoperators, so stellt man fest,
dass er eine (unendliche) Menge von entkoppelten harmonischen Oszillatoren
beinhaltet, ndmlich je einen fiir jede Wellenzahl k.

(f) Die quantisierten Anregungen dieser Oszillatoren werden Phononen genannt.
Die entsprechenden Anregungsquanten sind E(k) = hw(k), wobei die Grundzu-
standsenergie wie bei den Photonen ignoriert wird, da sie nur eine konstante
Energieverschiebung darstellt. Bestimmme die Dispersionsrelation fir k — 0
und berechne die Phononengeschwindigkeit in Analogie zur Lichtgeschwindig-
keit bei Photonen.

Losung: In der hergeleiteten Form des Hamiltonoperators ignorieren wir die
konstante Verschiebung Er—o der Nullpunktsenergie! und lesen die Dispersi-
onsrelation fiir Phononen ab,

B(K) = ho(k) = 2hp|sin | 20 el

Diese fithrt im Limes kleiner Impulse dhnlich wie bei Photonen zu einer linearen
Impulsabhéngigkeit, wobei die Konstante ¢ = wga aber nicht der Lichtgeschwin-
digkeit, sondern der Schallgeschwindigkeit im Ionengitter entspricht, also vom
Medium abhéngig ist. Im Gegensatz zu Photonen wird die Energie-Impuls Di-
spersionsrelation fiir Phononen bei grossen Impulsen am Rand der Brillouinzone
flach. Im Allgemeinen ist die Schallgeschwindigkeit k-abhéingig und gegeben als

(k)_dﬂ_ldﬂ_ ra
c(k) = b = hdk = woa cos

(g) Die Zustandssumme faktorisiert in ein Produkt von Zustandssummen fiir jeden
Oszillator. Berechne die Zustandssumme fiir einen einzelnen Oszillator und dar-
aus seine mittlere Energie.

"Dies lisst sich formal durch eine Regularisierung mithilfe der ¢-Funktion beweisen. Die divergierende
Summe in wird nédmlich regularisiert als >3 ., 1 =23 7" +1=2¢(0)+1=2(-1/2)+1=0.



Loésung: Wir arbeiten im kanonischen Ensemble. Wie bei Photonen faktorisiert
die Zustandssumme, da das grosskanonische und kanonische Ensemble insge-
heim identisch sind (weil wiederum wegen der nicht fixen Anzahl Phononen

=0 gilt), deshalb gilt
z=1]2k)),
k

wobei die kanonische Zustandssumme einer einzelnen Mode gegeben ist durch

1
T 1 exp(—BE(k)

Z(k)y= Y exp(—pn(k)E(k))

n(k)=0

Daraus lésst sich die mittlere Energie einer einzelnen oszillierenden Mode be-
rechnen,

~OlogZ(k) _ E(k)
98 exp(BE(k)) -1~

(n(k)E(k)) =

Bestimme die Ausdriicke fiir die mittlere Energiedichte und die spezifische Wirme-
kapazitit des ganzen Systems im thermodynamischen Limes L — oo und werte
sie numerisch in einer Figur aus.

Loésung: Im thermodynamischen Limes L — oo betrégt die mittlere Energie
des ganzen Systems

_(BE) 1 1 (™ dk
p= T - TEWER) — |,z )
1 w/a
= [ Akt E®),
2m —7/a

mit (n(k)E(k)) wie in (1g) berechnet. Die spezifische Warmekapazitét des gan-
zen Systems lautet dann

Cy _10(E) op 1 /”/“ E(k)? exp(BE(k))
2

VELTLOT T or  2wksT2 )y [exp(BE(R)) — 1]
Im Gegensatz zu den Photonen, fiir welche obige Integrale das Stefan-Boltzmann
Gesetz und die entsprechende Warmekapazitét reproduzieren, kénnen die Inte-
grale fiir die Phononen nicht analytisch berechnet werden.

Fiir die numerische Auswertung driicken wir alle dimensionsvollen Grossen in
einer fiir das System typischen Einheit aus. Eine solche Einheit ist zum Beispiel
durch die maximal erreichbare Energie £p am Rand der Brillouinzone gegeben,
Ep = E(k = m/a) = 2hwy. Damit erhalten wir fiir die Energiedichte den
dimensionslosen Ausdruck

a sin ka
p/Ep =~ dk
ap/Ep 27 /_ﬁ/a exp(BEp|sinka/2|) — 1’
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welchen wir nun als Funktion der dimensionslosen Temperatur x = SEp =
2hwo/kpT berechnen und grafisch darstellen kénnen. Um sie graphisch dar-
stellen zu konnen, lohnt es sich, noch die Variablentransformation x = ka/2
durchzufiihren,

a2 (72 | sin k|
p/Ep =22 d
a-p/Ep 27ra/_7r/2 Kexp(m[sin/@])—l

w/2 .
:1/ dr |sin A r=pBEp.

T J_rp  exp(z[sinkl) =1’

Fiir die spezifische Warmekapazitéit erhalten wir analog

B2E /ﬂ/a e ka/2|? exp(BEp|sin ka/2|)

a-cy/kp=a

21 J_n/a lexp(BEp|sinka/2|) — 1]?
_QBQE%Z/”/Q dﬁ|sinﬁ|2exp(at|sinn|)
21 aJ_z;p  [exp(x|sink|) — 1]

_ B*E% /”/2 dK\sinn|2exp(m|sinm])
™ Jozp o [exp(z|sink|) — 1)

als Funktion von z = SFEp.

Berechne nun die beiden Ausdriicke bei sehr tiefen Temperaturen, fiir welche die
Dispersionsrelation durch E(k) = h|k|c mit k € {—o00, 00} angendhert werden
kann, und vergleiche sie mit den numerischen Ausdricken in Aufgabe 1h .

Losung: Wenn 7' — 0, f — oo ist, sind hohere Energiezustiande mit SE (k) > 1
exponentiell unterdriickt. Einerseits bedeutet dies, dass das Impulsintegral bis
k € (—o00,00) aufgespannt werden darf (Korrekturen sind ebenfalls exponenti-
ell unterdriickt). Andererseits wird dieses Integral von Beitrégen bei niedrigen
Energien dominiert, d.h. im Bereich £ — 0. Daher ist eine lineare Approximati-
on sinnvoll, E(k) ~ h|k|c, mit ¢ = wpa und Ep = 2hwy = %hc. In diesem Limes
berechnen wir (wir transformieren wiederum x = ka/2)

a [ hkc
pR— dk —————
@ on /oo exp(phke) — 1
_ a/ Ak hkwoa
T Jo exp(fhkwoa) — 1

2ED /OO d K
= — K
T Jo exp(BEpkK) — 1
2Fp 72 T 1 2he  m2a? ﬂk%TZ

"1 6(EpB)? ED§(EDﬁ)2 " am 3(20cB)?  6he

was zu vergleichen ist mit dem Stefan-Boltzmann Gesetz fiir die Photonen. Es

eignet sich die Funktion a - p/Ep = %m mit dem exakten Resultat zu

vergleichen. Die dazugehorige spezifische Warmekapazitiat betragt dann

9  9p w(kpT)> 27 1 7kpT
okgT ~ 0kgT3 Ep 3 EpB  3hc

a-cylkp=a

7



Beide Ausdriicke kénnen nun wie in Aufgabe 1h in Einheiten von Ep ausge-
driickt und grafisch dargestellt werden.

ﬂ
Ep
3
— ZL(BE,) exakt
Ep
2r ap 7T
— ZE(BEA) =
ED('8 o) 3(gEp)?

oy —— E
1 2 3 4 5 oF

Abbildung 1: Energie 2 exakt(blau) und fiir kleine 7" (rot), a ist der Gitterabstand.

(j) Berechne schliesslich noch die Wirmekapazitit bei sehr hohen Temperaturen
(was bedeutet das?) und vergleiche sie mit den Resultaten in 1h und 1i.

Lo6sung: Bei sehr hohen Temperaturen ist zu erwarten, dass Phononen ein
vollig unterschiedliches Verhalten im Vergleich zu Photonen aufzeigen, da ihre
Energie stérker von einer linearen Dispersionsrelation abweicht. Zudem diirfen
Korrekturen wegen des endlichen Integrationsintervalls |k| < m/a nicht mehr
vernachléssigt werden.

Spétestens wenn die hochst mogliche Frequenz in (1f) angeregt wird, d.h. wenn
die Temperatur die Ordnung der Debye Temperatur Tp = % = % erreicht,
sollten Abweichungen von den N#herungsformeln deutlich zu sehen sein.

In dem Hochtemperatur-Limes 7' > Tp erhalten wir exp(BE(k)) —1 ~ BE(k),
sodass die spezifische Warmekapazitit die Form

o 1 B+ 0()
op 2k T? /ﬂ/a W BERET 0(7)

w/a 1

a

= _— = 1
27r(kBT)2 /;ﬂ/a a 52 ’

annimmt und sich im Limes sehr hoher Temperaturen asymptotisch an einen
konstanten Wert anéhert.

a-cy/kp ~
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Abbildung 2: Spezifische Wérme %2 exakt (blau) fiir grosse 7' (griin) und kleine 7" (rot),
a ist der Gitterabstand.

2. Die Vibrationen in einem 3-dimensionalen Kristallgitter konnen in erster Niherung
analog zu Aufgabe 1 beschrieben werden.

(a) Welche Anderungen erfihrt die Hamiltonfunktion in der Orts- und Impulsdar-
stellung?

Lésung: Wieder werden nur Néchst-Nachbar-Wechselwirkungen beriicksich-
tigt. Der Hamiltonoperator auf dem dreidimensionalen Gitter lautet jetzt

L 2 o 9
H:Z 57 P + 3 Mwg Z Yy — Ua)°|
ez’ i=1,2,3

mit Gitterkoordinaten
Yi = T — Tia

und dem Einheitsvektor 7 in der i-ten Richtung.

Die diskrete Fouriertransformation lautet in 3D
Ji(k) =Y (ya); exp(—ik -fia) , j=1,2,3,
nEZ3
mit der inversen Transformation
a \3 3, ~ 7 7S .
(ya)j = (—) / d°kg;(k) exp(ik - ia) , j=1,2,3,
B

und der dreidimensionalen Brillouin Zone B = [[2_, ®(—7/a, 7/a].



(b) Wie sieht die Dispersionsrelation aus?

Loésung: Durch Verwendung der Identitét

< )Zexp (k—K)-iia) =0 (k — k') ,

sowie von
. . kia\® _ o5 5
2 — exp(ik;a) — exp(—ik;a) = 2[1 — cos(k;a)] = | 2sin - ) = kia“
schreiben wir wie vorher die Potentialenergie um,
1 —
V=) sMaf > (-
nezd 1=1,2,3
a \3 ~ e -
- (&) /B Eriv S e Y g Ry ) .

i=1,2,3 j=1.23

Daraus lesen wir die Dispersionsrelation von Phononen in 3D ab,

(c) Welche Form hat der Hamiltonoperator des quantisierten Systems?

Losung: Wenden wir noch eine Fouriertransformation fiir die Impulse pz an,
wie in (2a), somit gelangen wir zum Hamiltonoperator im Frequenzraum,

H:(—) / Y

=123
_ (;)3/Bd3k7w(é)j:%3 <nj(1§)+];7> .

Der Zahlenoperator wurde eingefiihrt als Verallgemeinerung von (le),

nj(k) = a;(k)ia;(k)

o1 N o
[ Dj( k j(k‘)+§Mw§k‘2a2yj(k)Ty(k)

fiir Phononen mit Impuls 9= Ak und Polarisationsrichtung j = 1,2, 3.

Die Leiteroperatoren in 3D sind auch als Verallgemeinerung aus den entspre-
chenden Relationen (le) in 1D einzufiihren,

0 (k) = & (au%‘)@j(l%‘) " iﬁjﬁ“) 4B = (a(f%')g;j(f%’)* - iﬁfﬂ’“”) ,

a(k)h a(k)h
zusammen mit den Kommutatoren

o o 21 3 o5 o N . N o
as(B), a5 (F)1] = () SOF Y655, [as(R), a; (7)) = as(R) oy ()] = 0.

a
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(d)

Wiederhole Aufgabe 1g fiir den 3-dimensionellen Fall.

Lo6sung: Die Zustandssumme l&sst sich zerlegen als
z=11 I12®) .
Jj=123 g
wobei die einzelne oszillierende Mode die Zustandssumme

1
1 —exp(—BE(K))

o (k) E(k)
(n(k)E(k)) = — B3 B exp(ﬁE(E)) -

sodass die gesamte mittlere Energie im thermodynamischen Limes durch

oo 3 o
p= L3 ngz n(k)E(k)) — (27r)3/Bd3k(n(k)E(k)>,

gegeben ist, wobei der Faktor 3 wegen der drei moéglichen Polarisationen des
Phonons entsteht. Dementsprechend betrégt die spezifische Warmekapazitét

Cv _ 3 9(E) _ 9p _ 3 /dng() xp(f ())
I3 I3 9T AT  (2n)3kpT? lexp(BE(K)) — 1]2

Cy —

Schreibe wiederum die Ausdriicke fiir die Energiedichte und die spezifische Wérme-
kapazitit auf und berechne die Integrale explizit fiir tiefe Temperaturen. Inwie-
fern unterscheidet sich die Energiedichte vom Stefan-Boltzmann-Gesetz?

Lésung: Bei niedrigeren Temperaturen approximieren wir (2b) durch E(k) ~
hlk|c mit wieder ¢ = wpa und lassen die Integrationsgrenzen bis unendlich
laufen, d.h. wir erweitern die endliche Region B effektiv auf ganz R3. Somit
erhalten wir die Energiedichte

3 AR hkle  wkhT?
212 Jo exp(Bhilk|c) — 1 1073¢3

p:

Bis auf einen Faktor 3/2 wegen der drei Polarisationsrichtungen der Phononen,
im Gegensatz zu den zwei Polarisationsrichtungen der Photonen, reproduziert
dies das Stefan-Boltzmann Gesetz. Die dazugehorige spezifische Warmekapa-
zitat lautet

dp _ 2mkpT?

VZor T RS

11



(f) Berechne schliesslich noch die spezifische Wirmekapazitit fir sehr hohe Tem-
peraturen.

Lésung: Wie auch in einer Dimension miissen die Effekte der exakten Disper-
sionsrelation (2b) sowie von der endlichen Brillouin-Zone bei hoheren Tempe-
raturen beriicksichtigt werden. Oberhalb der Debye Temperatur 7' > T, wo
exp(SE (E)) -1~ ﬂE(E) , nimmt die spezifische Warmekapazitiit,

3 1 3kp
2 [ =B
v (2m)3kpT? /B g2 ad’

einen konstanten Wert an. Die Tatsache, dass die spezifische Warmekapazitat
bei geniigend hohen Temperaturen einen 7T-unabhingigen Wert erreicht, ist in
der Literatur unter dem Namen “Dulong-Petit Gesetz” bekannt.

Bemerkungen:

o Um die thermische Expansion eines Kristallgitter zu beschreiben, miissen anharmo-
nische Korrekturen zum harmonischen Oszillatorpotentials betrachtet werden. Mit
diesen Korrekturen kénnen Wechselwirkungen zwischen den Phononen beriicksich-
tigt werden.

o In reellen Festkorpern haben die transversalen und longitudinalen Phononen in der
Regel unterschiedliche Dispersionsrelationen.

R. Moser
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