Statistische Thermodynamik 11 Serie 9

Weisser Zwerg, Neutrinostrahlung Losungen

1. Fermidruck in einem Weissen Zwerg:
Bestimme den Fermidruck
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Benutze dazu dp®/3 = p*dp, partielle Integration sowie die relativistische Dispersi-
onsrelation €(p) = \/m?2c* + p?c2.
Lo6sung: Es gilt
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Partielle Integration mit u = €(p) und v = p3/3 ergibt (v = p?)
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Mit v/ = de/dp = pc?/e(p) und ep = e(pr) ergibt dies
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2. Kosmische Neutrino-Hintergrundstrahlung:

Behandle Neutrinos als masselose, relativistische Fermionen mit einem vernachldssig-
baren chemischen Potential (u < kpT') und Spin S = 1/2.



(a)

Berechne die Teilchen- und Energiedichte.

Loésung: Unter Berticksichtigung, dass der Helizitéatsfaktor g = 2 betréigt, erhélt
man (siehe Serie 8)
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Fiir relativistische Teilchen gilt die Zustandsgleichung p = 1/3p, wobei p die
Energiedichte ist. Zeige, dass damit die Entropie
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lautet.

Losung: Die Entropie in einem Volumen V = L3 betrigt (es gilt F = PV, da
grosskanonisches und kanonisches Ensemble identisch sind)

_E-F p+P

L3.
T T

S

Fiir ein Gas aus relativistischen Teilchen (Bosonen oder Fermionen) ist die
Energie und der Druck durch die Zustandsgleichung P = p/3 miteinander ver-
bunden. Deshalb erhélt man
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Berechne nun mit Hilfe der oben berechneten Energiedichte die Gesamtentropie

eines Teilchensystems bestehend aus Photonen -y, Elektronen e, Positronen e
und den drei Neutrino-Arten ve,v,, und v,.

Losung: Wenn jeder Teilchensorte eine separate Temperatur zugeordnet wird,
erhalt man fiir die gesamte Entropie

S =S(T) + Se(Te) + Se(Te) + Y S, (To,)
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Im thermischen Gleichgewicht sind alle Temperaturen gleich, T; = T'. Wir neh-
men an, dass alle Teilchen relativistisch sind, so dass das Resultat aus Aufgabe
b) zutrifft. Zudem kénnen wir die Elektronen und Positronen zusammenfassen,
da sie indentisch behandelt werden kénnen fiir die Rechnung. Wir benutzen die
hergeleiteten Resultate fiir Photonen und Neutrinos, welche beide (praktisch)
masselos
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Die Energiedichte fiir die Elektronen und Positronen kann nicht in geschlossener
Form hingeschrieben werden, wie wir in Serie 8 gesehen haben. Zu beachten ist
auch, dass wir hier die relativistische Energie-Impuls-Relation benutzen miissen,

ee(p) = Vm2ct + 2p?.

Die Energiedichte ist gegeben als
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wobei die Fermienergie jetzt auch dem relativistischen Wert entspricht,

2

VEk3 3m2N\ 3

N:—3 5, = 6p:\/mgc4+c2(hk)2:\/m§c4+( WV > h2.
T

Wir konnen natrlich die Energie entweder hochrelativistischen Limit e = hc|k|
oder im non-relativistischen Limit ¢ = (h|k|)2/2m betrachten. Ersteres ist bei
sehr hohen Energien/Temperaturen angemessen, was in unserem Fall (im frithen
Universum) der Fall ist. Falls wir fiir die Elektronen den hochrelativistischen
Limit annehmen, dann kénnen wir auch die relativistische Energie-Impuls-
Relation benutzen und somit gilt auch P, = p./3. Im hochrelativistischen Limit
konnen also die Elektronen identisch behandelt werden wie die Neutrinos. Be-
achte jedoch, dass diese Approximation wesentlich weniger lang giiltig ist als
ist fiir die Neutrinos. Das Resultat ist (V = L?)
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(d) Das Universum kiihlt sich durch Ezpansion ab und die Neutrinos entkoppeln
wegen threr schwachen Wechselwirkung mit den anderen Teilchen bei einer be-
stimmten Temperatur T kurz nach dem Urknall. Die weitere Expansion des
Universums L — L' fiihrt zur Temperatur T),:

T,L' =TL.



Loésung: Ungefdhr eine Sekunde nach dem Urknall entkoppeln die Neutrinos
und sind nicht mehr ldnger im thermischen Gleichgewicht mit den anderen
Teilchen. Das Universum kiihlt sich durch die Expansion ab, und zwar so, dass
TL = const. bleibt. Zum Zeitpunkt der Entkopplung haben alle Teilchen noch
dieselbe Temperatur T, so dass die Entropie
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lautet.

Die Photonen entkoppeln spiter als die Neutrinos. In der Zwischenzeit hat
sich ihre Temperatur wegen der Elektron-Positron-Annihilation e +€ — v + 7,
bzw. wegen der Entropieinderung Se + Se — Sy auf T, erhoht. Berechne die
Gesamtentropie des Systems zu diesem Zeitpunkt.

Lo6sung: Die Elektronen und Positronen sind alle annihiliert, dass heisst sie
tragen auch nicht mehr zur Entropie bei. Die Temperatur der Neutrinos hat
gemiss (d) von TL auf T, L’ abgenommen, withrend sich die Temperatur der
Photonen auf T’y erhéht hat. Damit wird die Entropie zum Zeitpunkt, wenn das
Universum eine Linge von L besitzt,
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Mit Hilfe der Entropieerhaltung kann nun das Verhdltnis zwischen der Tem-
peratur T,, der kosmischen Neutrino-Hintergrundstrahlung und derjenigen der
Photonen T, bestimmt werden.

Losung: Die Entropieerhaltung ergibt nun
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Bestimme schliesslich die heutige Temperatur der Neutrino-Hintergrundstrahlung
T, aus dem Wert der Photonen-Hintergrundstrahlung T, = 2.7 K.

und damit

Loésung: Mit dem Resultat aus (f) erhalten wir schliesslich
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